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ПРЕДИСЛОВТЕ. 

МатематичесьЙ методъ, какъ самое вфрное оруще человфческой мысли, 

усвоивается, мало-по-малу, науками, стоявшими когда-то въ сторон оть 
математи Въ течене ХТХ-го стольмМя завершилось окончательное под- 

чинеше Астрономии Физики математическому анализу. Въ течене именно 

этого заканчивающагося стольмя Гамильтонъ, при помощи математической 

теор свЪга, предугадаль явлене конической рефракщи, существоване 

которой нашло впослЪдетии опытное подтверждене; Леверье, имЪя перед 

тлазами только листы, исписаняые формулами, открылъ планету «Нептунь» 

и даже не могь лично приступить къ повфрюЪ своего открытя наблюде- 

немтъ, потому что въ это время- Парижское небо было покрыто облаками, 

такъ что уже друме астрономы, которых, Леверье оповфстиль о своемь 
открыт, увидали Нептуна вт свои телеском Наконець Максвелль, создавъ, 

электромагнитную теор свЪта, математически узрфаъ тождество свЪто- 

выхтЪ и электрическихь колебанй, блистательно подтвержденное опытами 

Герца. Въ рукахъ такихъ ученыхъ, какъ Гамильтон, Клаузусъ, Макс- 

велль, Гельмгольтць, Кирхгоффь и Томсонъ, математика такъь ярко осв- 

щала путь физикЪ, что и въ другихь науках появилось стремлене идти 
вперед при ея вЪрномъ свЪтВ. По всей лини естественныхь наукъ, и 

даже въ наукахь сощальныхь, это стремлеше 
ным и подчинене математическому анализу настолько быстрымъ, что 
уже и теперь незнакомый съ выешею математикою химикъ не въ состоя- 
Ши читать нЪфкоторыхь выдающихся сочиненй по хими потому только, 

что они изобилуютъ математическими формулами; и уже не далеко то время, 
когда въ такомъ же положени окажутся налуралисть, медикъ и даже 

сощолог. 

Приведу одинъ примфрь: еще недавно ботаника была совефмъ неза- 

висима оть математики. Между тьмъ, въ посфдые два года, работы на- 

шихуЪ извъетныхь русскихъ ученыхъ (ботаниковъ К. А. Тимирязева и 

Е. Ф. Вотчала и математика Н. Е. Жуковскаго) показали, что подняте 

Делоне. 1 

лалось настолько силь- 



соковъ въ растеняхъ происходить но закону, выражаемому тЪмь же са- 

мымъ дифференшальнымь уравнешемь, которымъ выражается распростйа- 

нене тенла въ твердомъ твлЪ. 

Молодежь, учащаяся на естественномь отдЪяени физико-математиче- 

го факультета, на медицинскомь факультеть и въ высшихЪ агрономи- 

ческих заведешяхь, какъ только начинаегь предаваться самостоятель- 

нымъ занямямь, все чаще и чаще встрЬчается съ необходимостью усвое- 

ня главнфйшихь методовъ высшей математики. Изъ моей педагогической 

практики въ Ново-Александрйскомь Институт Сельскаго Хозяйства и 

Л\соводства я могу привести даже такой примръ, гдЪ задача по стати- 

стик\ послужила поводом къ тому, что студентъ долженъ былъ обратиться 

въ самостоятельному ознакомлению съ теорею вЪроятностей и анализомъ, 

а затьмь уже самъ увлекся малематикою. МиЪ приходилось не разъ давать 

совфты такимъ молодымь аюдямъ относительно избрашя кратчайшихь 

путей дая ознакомлешя съ математическими методами и приходилось убЪ- 

ждаться, что эти кратчайшие пути еще весьма слабо намфчены. ВстрЬ- 

чаются затруднешя даже чисто формальнаго характера: на первыхь же 

страницах, аналитической геометри человькь встрЬчается съ непонят- 

ными для него дотерминантами или производною, начинаеть искать разъ- 

ясненй въ курсахъ анализа, но эти курсы иредполагають уже знакомство 

съ аналитическою геомотрею. Самые курсы написаны для будущихь ма- 

тематиковь и инженеровь и потому представляють затруднешя для «чи- 

тателя со стороны», который однако притянуть своею же наукою къ не- 

обходимости изучешя математики. МнЪ случалось видфть, что человфьь, 

не привыкшй къ математическимь оРвлечешямь и не имя еще конкрет- 

ных» представлен о кривыхъ 2-го порядка, запутывался въ общемь 

изслдовани этихъ кривыхь, которое въ лучшихь курсахь предиосылается 

детальному ихъ изученю. Полные курсы не могуть пойти на уступки въ 

порядк® размщешя матерйала, стремясь, для сохранешя стройности, идти 

оть общаго къ частному, какъ это и свойственно духу аналитической гео- 

метри, а «ностороннй» читатель именно въ этомъ ход изложеня и встрф- 

чаеть затруднения. Цфль настоящаго руководства и заключается именно 

въ томъ, чтобы послужить помощью и первымтъ путеводителемь по высшей 

математик для такихъ «постороннихь лиць». Желаше же автора заклю- 

чается въ томъ, чтобы «посторонн» читатель сдфаался мало-по-малу для 

математики «своимь», полюбилъ бы эту науку и занялся бы ею серьезнЪе. 

Для перехода оть настоящаго руководства кт, болфе серьезному изучен 

науки я и помфетилъ, въ части ГУ-ой, бфглый обзоръ математическихь 

наукъ и литературу. 



Здфсь я считаю непремфннымь своимь долгомъ замфтить, что и этотъ 

«бЪглый обзоръ», составляющий 1-ую главу ГУ-й части настоящаго руко- 

водства, и приведенная литература не претендують на полноту и точность. 

Составить стройный обзоръ всей области математическихь знанй. и дать 

литературу хотя бы только важнйшихь сочиненй по математик — это 

хрло такихь фундаментальныхь коллективныхь трудов, составаяемыхь 

ифеколькими опещалистами, какъ математическая Энциклонеды Буркхардта 

и Мейера. Я слфдую только правилу: лучшее не должно быть врагомъ 

необходимому». и помфщаю Г\У-ую часть въ надежд, что иона, при веей 

ея неполноть, укажеть читателю пути, по которым онъ можеть идти далфе, 

Прошу только видфть въ Г\У-ой части настоящаго руководства простое 

указане путей для дальнМинаго математическаго самообразованыя, и не 

искать въ ней вЪрной картины или даже абриса всей нашей Науки, а 

главное не судить о величинЪ и важности ея отдфловъ по величин с0- 

отвфтствующаго текста части ТУ-ой. Нахожу необходимымь выразиться 

еще прямфе: на отдфлахь болфе мну, близкихь я останавливался подробнфе. 

Это замфчаню напоминаегь мнЪ объ обязанности просить снисхожденя 

у моихъ коллегь математиковь, привывиихь стремиться къ возможно боль- 

шей точности и строгости довазательствь. Въ бесфдахь съ начинающими 

очень трудно держать знамя строгости доказательствь на той же высот, 

какъ въ болфе глубоких трактатахь. Меня, въ этомь отношени, обод- 

ряють слова Ф. Клейна, который находить даже нецфлесообразнымь да- 

вать начинающим тавы, выдержанныя въ строгомь стиль, руководства 

какъ курсы Пикара и Жордана. Въ самой истори нашей Науки новыя 

поняя появлялись не во всеоруяйи точности и строгости, подобно АвинЪ 

изь головы Юпитера, и только постепенно подвергались бодфе глубокой 

разработк\. Начинаюний только запутается въ многослови о: 

строгихь опредфленй и доказательству. 

Съ другой стороны, нельзя также предписывать «постороннему» идти 

мелкими шагами: на это у него не хватить ни времени, ни охоты. По- 

этому я рышилея вести своего читателя быстро и на довольно значитель- 

ныя высоты. Эта быстрота хода, требуемая самою цфлью настоящаго руко- 

водства, заставили меня, напримьръ, въ механик не стфоняться подраз- 

дЪленемь ея на статику, кинематику и кинетику. Я бы предпочель, чтобы 

мой читатель увидаль въ анализ и механик} то единое цьлое, которое такт, 

ясно усматривается въ истори развийя науки со временъ Ньютона и чтобы 

механика представилась ему вытекающей изъ законовь Ньютона. Поэтому 

я р№Ьшиль вести читателя быстро на высоты общихь теоремъ и уравненй 

механики, оставляя статику совсфуь въ сторон (кромф теор притяжения ); 
1* 



60 статикою читатель и самъ справится, если она представится ему въ 

сочинениях по его снещальности. Моя цфль была— отучить его отъ боязни 

интеграловъ и дифференщальныхь уравнен!й. Это же послужило причиною 

болфе продолжительной остановки на теори притяженя по ея аналогямъ 

с0 многими отдфлами физики и какъ на пути, изобилующемь многократ- 

ными интегралами. 

Предупреждаю, однако, читателя, что въ настоящемь руководств» изъ 

механики выбраны только обийя ея теоремы и что въ подробныхъ руко- 

водствахъ онъ найдеть цфлыя области, оставленныя мною въ сторон%, и 

множество конкретныхь примфровъ. Гидростатика и гидродинамика мною 

едва задЪты. р 

Я буду счастливъ, если замфчаня моихъ почтенныхь коллегь дадуть 

мнф возможность улучшить современемь это руководство. 

АНЯ вы: 



ВВЕДЕНТЕ. 

Въ настоящемъ введеши мы напомнимъ нфкоторыя формулы алгебры, 

геометрии и тригонометри и познакомимъ читателя съ нЪфкоторыми поня- 

ями высшей алгебры. 
1) Величина, пропорщональная перемфиной величинЪ 2, можеть быть 

представлена въ видЪ произведен, 2х, икса на постоянный множитель т. 

ДЬйствительно: если < увеличится вдвое, то и тс увеличится вдвое. Во- 
обще, если 2 увеличится или уменьшится въ а разъ, то и тх увеличится 
или уменьшится въ @ разъ. Постоянная величина т называется въ этомъ, 
случа» воэффищентомь пропорщональности. Итакъ: 

тах = величина пропоршональная перемънной величинь г. 

2) Изъ в 1 уравненй можно исключить ® заключающихся въ нихъ 

неизвстныхъ. 
3) Для опредфлешя ж неизвфстныхъ требуется ® уравненй. 
4) Квадратное уравнене 2? + рг-++ 4=0 имфеть два кория (р\шеня): 

р р Е я Зы 

2 “= И 
5) (ас = не - 246 — 2 — 26 

6) (а 5) = а? + 345 + 3аб? +6 

7) Намъ понадобится формула бинома Ньютона; 

тт—П(т— 2) 

1.2.8 
а" + .... + та". 

И = 
8) Дробные показатели: Уа = аз; Уа" =а*. 

и 
9) Отрицательные показатели: == а ео аа 



10) Величина а есть среднепропорщональная между т и ®, если: 
т @ 

ат 

откуда: а* — т” или: @ = Утп. 

Итакъ, средне-пропорщональная между % и п равна Ут. 

11) Теорема Пиоагора: квадрать гипотенузы = суммф квадратовъ ка- 

тетовъ. 
12) Перпендикулярь, опущенный изъ вершины прямого угла на гипо- 

тенуз: средне-пропорщональная между отрфзвами гипотенузы. 
13) Катеть == средне-пропорщональная между гинотенузою и приле- 

жащимь отрЪзкомъ. 
14) Тригонометричесяя формулы: 

зт (90 —$) = 608$; вт (180 — ф) = зтф. 

603 (90 — $) = 5т$; 60$ (180 — $) == — 6089. 

57 ф + 608 ф == : 1 
49 (90 —$) = 049$ = т $. 9$ 9? 

зтф= Ут 09 

05$ = Ут 9 

вс. 
о о 

А - |//- С нь о 
о - | а 5т (2$) = 2 зат ф. 08 Ф 

& 
е из. 20 (24) == 0? ф — зий ф 

9 ыы 

ороезеы уе =: Е 

—_ 4—6 
и Е емАныь 

эт (а -- 0) == та. 0086 —+ 008 а . эт Ь. 

зт(а- Ъ) = ма. с086 — 603 а. вт Ъ. 

60$ (@ - В) = 6034. 6086 эта. зтф. 

605 (а) = 6084. 605 -- зйра . т В. 



ет 

По сторонамь а, & и углу $, заключенному между ними, площадь тре- 
угольника опредфляется формулою: 

аб. зтф ет. 

Если а, В, с суть стороны треугольника, ф уголъ, заключенный между 

аи 6, то: 
с = а 6? 246 608 $. 

15) Всякое уравнеше т-ой степени можеть быть представлено въ вид: 

(2 —а) (В) (1—9 (1—9)...(2—В (&—10=0, 

гда, в, е, 4... 1 суть корни (ршенй) уравненя. ДЪйствительно, 

когда х равняется одному изъ этихъ корней, то лЪвая часть уравнешя 

обращается въ нуль, и уравнеше такимъ образомъ удовлетворяется. На- 

примЪръ, при 2 =, получимъ: 

($ —а) 6—5) 6—6) (%—4...6-—-№ @—10=0 

ИЛИ 

(6 —а).0.(6—с).(6—@а)...6—№ 6—9 =0. 

ЗдЬеь, въ числ множителей лбвой части, находится нуль, слфдова- 

тельно, вся лЪвая часть равна нулю: уравнене обратилось въ уюждество. 

16) Когда мы пишемъ уравнене вЪ таком вид: лфвая часть, содер- 

жащая 2, равна нулю, то мы требуем» такое 2, при которомъ лЬвая часть 
обратилась бы въ нуль. Въ тождествЪ лЬвая часть сама по себь равна 

нулю. НапримБръ, если имфемь уравнене: 

#—2=0, 

то мы требуемьъ такое 2, при которомъ это уравнеше удовлетворилось бы. 
Такое 2 будеть 2, и только при 2 = 2 это уравнеше удовлетворяется, 
Тождество же всегда удовлетворено, напримфръ всегда: 

33 —9=0 

или 
(ав — (а 246 9) =0 

или 
#'—2.< = 0. 

Уравнеше обращается въ тождество, если вмфсто неизвёстнаго подста- 
вимъ одинъ изъ корней. Напримфръ уравнене 2 — 2 =0 обращается въ 
тождество 2 — 2 =0 если вмфето х подставимь его корень (рЬшеню) 2. 

17) Въ высшей алгебрь доказывается, что всякое уравнене 4-ой сте- 

пени имфеть тж корней. 

18) Выражеше: 

Арх" - Да" А+... Ааа А, 

называется пфлою алгебраическою функщею. 



Такъ какъ уравнешя 2-ой степени имфеть т корней, то написанная 

выше цфлая алгебраическая функщя можеть быть представлена въ вид}: 

А, (1—4) (2—0) (#—6)..., (#—№ (&#— 1. 

тдЪ а, 6, с... суть корни уравненя 

Ах” -- Ад" Ах +.... + Ацж- Ат = 0. 

Напримръ 2*-н р-н 9 можеть быть представлено въ вид: в. 9 рр 

е-Е-и Я -Е+И74] 
Возьмемь еще примфръ: дана алгебраическая функц 

вез 

2? — 18 + 10; 
Хх ул. 

чтобы представить ве въ видЪ множителей! р/мни\® уравнене: 

я: +47 и 21210 =0. 

Получимь 2, = 2; 2, = 5, Слфдовательно, данную функцию можно пред- 

ставить въ видъ 
(1—2) (#— 5). 

Для того, чтобы провЪрить этотъ выводъ раскроемт скобки въ, посад- 
немъ выражени; получим: 

м — 22—52 10 

или 
2’ — 12 10 

именно данная функщя. 

19) Если уравнене имфегь мнимый корень вида а-- ВУ —1, № 
оно должно имфть и сопряженный ему корень 4 — В ут. 



Чаеть 1. 

Основаня Аналитичеекой Геометруи. 

ГЛАВА 1. 

Аналитическая Геометр1я на плоскости. 

Премы Аналитической Геометр/и. 

Характеръ Аналитической Геометрии. 

$1, Алгебраическй способъ примфняется и въ элементарной геометрии 
при вывод различныхъ геометрических формуль, но тамъ эти формулы 
служать только для опредфленя величинъ (длины, площади, объема, угла 
и проч.), а не положешя или вида лин и поверхностей. 

Знаменитый французскй философъ Декарть (Фезсаг\ез, по латыни Саг- 

1ез10з), (1596—1650) оказал огромную услугу человЪчеству изобрутенемтъ 
Аналитической Геометри, которая устанавливаеть такую тЪеную связь 

между Алгеброю и Геометрею, что всякая лия или поверхность выра- 

жается уравненем», вполн\ характеризующимь всЪ свойства выражаемой 

имъ геометрической формы (то есть лиШи или поверхности). 

Опредфлеше положеня точки. 

$ 8. Положене точки на плоскости вполнЪ опредфляется разстоящями 
этой точки оть двухъ данныхь перпендикулярныхь между собою прямыхть, 
если сказано по какую сторону оть каждой 
изъ этихъ прямыхъ она находится, 

Д\йствительно, если даны на плоскости 

(фиг. ) двЪ пернендикулярныя между собою 

прямыя 02 и оу и сказано, что точка 2 на- о. А. . 
ходится на разстояи 18 миллиметров от 
прямой 02. по ту ея сторону. гдф поставлена 
буква у. и на разстояни 20 миллиметровъ 
отъ прямой оу, по ту ея сторону, гдВ постав- ве 
лена буква х, то мы найдемъ эту точку, откла- 

дывая ОА —= 20 мм.. возетавляя изъ А къ прямой 0% пернендикуляръ и 

у 



= Че 

отложивъ на немь Ат = 18 мм. Подобнымъ образомъ опредфаляется 10- 
ложеше географическихь мфеть по долготь. отечитываемой по экватору и 

широть, отсчитываемой по меридану. 

Прямоугольныя прямолинейныя координаты. 

$ 3. Данныя перпендикулярныя между собою прямыя 0 и оу (фиг. 1) 
называются осями координата; ох называется осью абсциссь, оу осью орди- 

нат». ПересЪчеше о осей координать называется началом». Разстояня, 
отечитываемыя по оси абсцисс (какъ въ примфрь $ 2-го разстояще ОЛ) 

называются абениесами. Разстоящя, отсчитываемыя по перпендикулярамт, 
къ оси абециссъ, называются ординатами. Абсциссы обозначаются бук- 

вою 2; ординаты буквою у. Такъ что (фиг. 1) для точки и: 

ОА =х 

Ат = у. 

Величины 2 иу, соотвЪествуюция точкЪ 2, называются координатами 

этой точки. 
Линейная единица, которою иззбфряются координаты, выбирается про- 

*извольно. Въ примЪрь $ 2-го за линейную единицу принять миллиметр. 

Отрицательныя координаты. 

$ 4. Абсциесы считаются положительными по одну сторону отъ начала 

и отрицательными по другую его сторону. Точно также и ординаты счи- 

у таются положительными по одну сторону 
оси иксовъ и отрицательными по другую 
ея сторону. Поэтому, напримфрь, коор- 
динаты точки 4 (фиг. 2) суть: 

= 

у=—20 

> о координаты точки В суть: 

в = — |. Е 10 

Уу=— 15. 
Фит. 2. 

Обозначеня точенъ. 

$5. Точка, абсцисса которой равна а и ордината равна 6, обозна- 

чается так: (а, 5). Напримфръ точка 2 въ 5 2-мъ можеть быть обозна- 

чена такъ (20, 18); точки А и В въ $ 4-мъь можно обозначить так: 

(15, — 20) и (— 10, — 15). Въ этомъ обозначеши: въ скобкахт, ставится 

сначала абсцисса, потомъ запятая и затфмь ордината. 

Опредфлене линй уравненями. 

$ 6. Если даны два уравнешя съ двумя перемфнными (как говорять 

въ элементарной Алгебр «съ двумя неизвфстными» ), то изъ них можно 



Ч Е 

опредфлить оба неизвфстныхь. Слфдовательно: если подъ 2 и у разумвются 
координаты точки, то двумя уравнешями съ перемфнными 2 и у опредф- 
ляется положен!е точки. Напримфръ, если даны уравнены: 

5 + 4у = 23 
35 у=И, 

то получим: =3, у=2. Сл№довательно, совокупность данных въ этомь 

примфрф уравнешй опредфляеть точку (3, 2). 

Посмотримь теперь, какое значене имфеть одно уравнене ст двумя 
перемфиными. Возьмемт, напримфръ, уравнене; 

ав фу =. 

Опредфляя изъ этого уравнены у чрез =, получимь: 

сах 
пам. Реле аКы 

Стоящий направо послф ряда точек знакъ (1) обозначаетгь: формула 

первая; таке знаки ставятся, чтобы можно было удобнфе ссылаться на, 

приводимыя формулы. ° 

Каждому значению 2 формула (1) даетъ внолн\ опредфленное значене 

для у. НапримЪрь: 

при х = 0 получимь у=$ Я 

» в=1 » = 

с — 28 
›» #=? » у.= р 

7 
т е—54 

» кт » М Е 

Здфсь мы измАняли 2 скачками: сразу посл нуля давали ему значе- 

ше 1, посл чего сразу перескакивали на 2, не проходя дробей, заклю- 
. Ченныхь нъ промежутк® между и 2. 

Но если бы х измфнялось непрерывно, 10 и у измфнялось бы непре- 

рывно, и всетаки каждому значению перемфннаго 2 соотьфтствовало бы 
опредфляемое формулою (1) значене у; для каждой абсциссы д находи- 

лась бы соотвтствующая ордината у; каждая такая пара этихъ коорди- 
нать опредфаяеть точку. лежащую въ конц ординаты. Но. при непрерыв- 
номь измнени 2 и у, эта точка очертить непрерывную линбо. Коборди- 
наты каждой точки этой лини непремфнно будуть удовлетворять уравне- 

ню (1), такъ какъь онф изъ него и получаются. Слфдовательно, уравне- 

не (1) выражаеть собою линио, очерченную концомъ ординаты, опред\- 

ляемой изъ уравненя (1) по непрерывно измфняемымт значенямт, 2, 



ея 

Итак, если принять перемфиныя 2 и у за координаты точки, то одно 
уравнене съ двумя перемьнными представляет» собою линтю (прямую или 

кривую). Два уравненя съ двумя перемфиными представляють собою дву 

линш. Рышая ихъ, получимъ координаты точки пересфчешя этихъ лин. 

то есть той ‘точки, которая лежить какть на одной изъ этихь лин, таку» 
и на другой и координаты которой удовлетворяють, слфдовательно, урав- 
ненямъ обфихь лин. 

Наобороть, если данъ законъ образованя какой-нибудь лини, то она 

можеть быть выражена уравнешемъ съ двумя перемфиными. Покажемь 
это на примЪрь въ слфдующемь параграфЪ. 

Уравнеше окружности, описанной изъ начала координать радусомъ 1. 

$ 7. Найдемъ уравнеше окружности, центру которой находится въ на- 

чаль и радбусъ равенъ Ё (фиг. 8). Возьмемь какую-нибудь точку тж на 

у этой окружности и опредфлимъ зависимость 
между координатами этой точки, основываясь 
на законф образовавя окружности. Этотъ за- 

кон состоить въ томъ, что всЪ точки, окруж- 
ности лежать на одинаковомь ралстояни А 
оть центра. Изъ треугольника ОтА видно, 

что разстояше точки т отъ начала (которое 
принято за центръ) опредфляется по коорди- 
наламъ =, у формулою (квадратъ гипотенузы): 

—2 
Фиг. 3. от = чу. 

ВсЪ точки окружности находятся на такомъ же разстояни отъ центра, 

и дано, что оно равно Е. СлЪдовательно, длЯ всЪхъ точек окружности: 

И а И) 

это и есть уравнеше данной окружности. 

Лини_закономфрныя и незакономфрныя. 

$ 8, Однако уравнешями могутъ быть съ точностью выражаемы не вся- 
мя лини, а только тв, для которыхъ извфстенъ законъ образования 

(основныя геометрическя свойства). Мы будем называть табл лини 

закономпуными. Лиши же какъ нибудь (произвольно) начерченныя могуть 
быть, какъ мы увидимъ впослфдетви, выражены уравненями линь ст н\- 

которою степенью приближения. Геометрия имфеть дфло, главнЪйшимъ обра- 

зомъ, съ лишями закономврными. 

‘Общ пруемъ нахожденя уравненй закономфрныхъ лин 

$ 9. Общ пруемъ нахождешя уравненя закономфрной линш именно 

таковъ, какой быль примфненъ въ $ 7-омъ. Онть состоитъ въ слфдующемь: 

берутъ (воображають) на заданной лини произвольную точку и стараются, 
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по данному закону образовашя этой линш. найти соотношене между ея 

координатами. Выраженное въ форм уравнешя, это соотношене, будучи 

справедливымъ для вефхъ точекь лини, и будеть ея уравнешемтъ. 

Начертить линию по данному ея уравнению. 

$ 10. Покажемь на примбрЪ. какъ вычерчивается лин по данному 
ея уравнению. Начертимь линйо, уравнене которой таково: 

= 

Обийй премъ рЬшеня такой задачи состоить въ томъ, что дають и\- 

сколько произвольныхъ значен! одному изъ перемфнныхъ и опродфаяють, 
ио данному уравненйю, соотв\иственныя им значешя другого перем\н- 

наго. Каждая пара такихъ значенй опредфляеть точку. 
По расположению найденных такимь путемъ нЪсколь- 

кихъ точекь (чфуъ больше ихъ найдено, тВмъ лучше) 

судять о форм лини. 

Примем за линейную единицу миллиметръ (если 
бы избрали за линейную единицу метръ, то разуфры 

кривой вышли бы болыше, но форма ея получилась бы 

©). Начертимь (фиг. 4) оси координать. Изъ дан- 

наго уравнешя у == я? видимъ, что: Паб. 

при 2 = 0 ордината у= 0 
» &=|  у=1 
› д=З » у=а 

» д=8 ау. 9 
5 2=4°» 9=16. 

Строимъ точки: (0.0); (1,1); (2,4); (8,9); (4.16), Соединяя ихъ прямыми 

между собою послфдовательно. мы получили бы ломаную линию, похожую 

на искомую линйо; но лучше соединять точки между собою «на глазъ» 
или по лекалу. Лекаломъ называется пластинка, вырЪзанная узорчато по 
весьма различнымт, кривымь и употребляемая какъ линейка. Попытками 
находять такое положеше лекала, ири которомъ три, или болЪе, изъ най- 

денныхъ точекь находятся у края лекала, и иху, соединяють линею, ведя 
У края лекала карандашь или рейсфедерь; потомь сафдующую групиу то- 
чек» соединяють съ концомь уже начерченной части, и такъ далъе. 
Въ данномъ случа замфчаемь, что значене ординаты у не зависить от 

и. стоящаго при <, такъ что: при х = 3. ордината у = 9, точно 
такъ же, какъ и при 2 = — 3. Слфдовательно каждой точкЪ вида (а, 5) 

будеть соотвЪтствовать другая, тоже принадлежащая искомой кривой, 
точка вида (— а, 6). Итакъ, противъ каждой изъ опредфленныхь уже то- 

чекъ, лежащихъ по одну сторону оси у. будеть находиться симметричная 
ей точка по другую сторону оси у. Значить искомая лин кромф найден- 
ной части ОА содержить еще симметричную ей, относительно оси у, 

часть ОВ. 06 эти части простираются въ безконечность; потому что, 

Фиг 4. 
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при безграничномь увеличени <, ордината у. какъ видно изъ даннаго 
уравнены, тоже безгранично увеличивается, Вся лишя лежить только 
по одну сторону оси 2, потому что у дЪлается отрицательнымь въ томь 
только с. в. если 2 мнимое. 

Итакъ, лия можеть быть построена по данному уравнению путемт 
нанесешя на чертежь отдфаьныхь ея точекь, положешя которыхъ опре- 
дЪляются, если давать одному изь перемфнныхь произвольныя значеня 
и по нимъ опредфлять, пользуясь даннымь уравнешемъ, соотвЁтствующя 
значення другого неремфинаго. 

Отсюда уже видно. что видъ лин, а слвдовательно и всЪ ея геоме- 

трическя свойства, виолнЪ опредфляются ея уравненемъ. Занимаясь Ана- 

литическою Геометр!ею. нужно приучить себя видЪть въ уравненяхь дин, 

и выражаемыя. Знающий Аналитическую Геометрию. какъ только ему 
дадуть уравнеше параграфа 

уже увфренъ, что это уравнене представаяеть собою окружность, описан- 

ную радусомь 72 и: аже и не чер- ‚ начала. Настояний знаток можеть д 

тить чертежей, а рЬшать воЪ геометричесыя задачи, имя передъ глазами 
только уравненя изслфдуемыхь лин. 

Прямая лин!я. 

Уравнеше прямой, проходящей чрезъ начало, 

$ 11. Опредфалимь уравнеше прямой, проходящей чрежь начало ко- 

ординать и составляющей уголь ф съ осью 2 (осью абсциссъ). Возьмемт 
на данной прямой произвольную точку э* (фиг. 5) и проведем ея орди- 

нату Ат. Изъ треугольника От имфемь: 

у=2,. 99. ое - 8) 

Это уравнене вЪфрно для координать всякой 

точки данной прямой, и только для точек, 
лежащихъ на этой прямой. Слфдовательно, это 

искомое уравнеше прямой. 
Отсюда видно, что всякое уравнене вида; 

Е ое. 

тДЬ № есть величина постоянная, выражаеть 

60б0ю прямую, проходящую чрезь начало и 

составляющую съ осью < такой уголь $, тангенсъ котораго равенъ ®. 

Такь напримврь уравнеше: 

Фиг. 5. 

а а 
к огорое можно написать и тажь; У==1 . 2 есть уравнен!е прямой, проходящей 

чрезъ начало и составляющей съ осью 2 уголь въ 45°, такъ какъ 69 459 = 1. 



веру. а 

Уголт, ф. составляемый прямою ст осью абециссь. называется умом 
клоненёи прямой. 

ене прямой опредфляемой угломъ наклонения и отрьзкомъ, образуемымъ 

ею на оси ординатъ. 

$ 1. Пусть намъ даны: уголь наклонешя ф прямой и разстояве 5, 
3 которомъ она (считая оть начала) пересфкаеть ось ординать (фиг. 6). 
Чутредфлимь уравнене этой прямой. Возьмемь на прямой точку зи, про- 

зедемь ея ординату Ат и проведемт, прямую наразлельную оси абоциесь 
зрезь точку В пересфчешя данной прямой съ осью у. Изъ прямоуголь- 

заго треугольника тВа 
жмем: У 

у—6=2. 1, 

откуда: 

У=х.ф-но.. (6) 

Это и есть искомое урав- 
вене прямой, 

Отсюда видно, что вооб- 

ще всякое уравнене вида: 

У=и-ь.. . (1) 

есть уравнеше прямой, которая пересфкаеть ось у на разстояни © оть 

начала и составляеть съ осью х уголь, тангенсь котораго равенъ №, 
Напримфръ, уравнеше 

у=д—10 

представляеть собою прямую пересЪкающую (фиг. 7) ось У на разстоящи 
10 оть начала и наклоненную къ оси х подъ угломь въ 459. 

Частные виды уравненйя (7). 

$ 13. Если въ уравнеши (7) положимь $ = 0, то оно обратится 
въ уравнеше (1). Такъ и должно быть, потому что прямая, проходящая 
чрезь начало, все равно что прямая. пересЪкающая ось у на разстояши 
нуль отъ начала. 

Если положимь, въ уравнени (7), # = 0, то получимь уравнеше 

Но есть тангенсъ угла наклоненя; если тангенсь = 0, то и уголь 

Значить уравненше ($) выражаеть прямую параллельную оси & и отстоя- 
щую оть нея на разстоянм 5. 

ДЪйствительно, вс ординаты такой прямой (фиг. 8) равны одной и 

той же величин 6. 

Точно такъ же уравнене 
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выражаеть нрямую нараллельную оси у (фиг. 9) и отстоящую отъ нея 

на разстоянм а. 

у У Уравнеше 

2=0.....а0 

выражаетъ, слфдовательно, 

прямую параллельную оси 
0] & $ у отстоящую оть нея 

ъ я на разстояни нуль, 10 

есть— самую ось у. 

Фиг. 5, 

Точно такъ же уравне- 

ТУ ве оси х будетъ: 

у— 0 3 ОО 

Все это частные случаи уравнены (7). Напримбръ уравнеше (11) по- 

лучается изъ уравнены (7). полагая въ немъ: & =6==0, то есть оно 

равносильно такому: 
У=О. 2-0. 

Уравнеше прямой, опредфляемой отрфзнами, образуемыми ею на осяхъ. 

$ 14, Если сказано, что прямая (фиг. 10) пересфкаеть ось 2 на раз- 

стояши @ оть начала и ось у-- на разстояни $ оть начала, то этим 
прямая виолнф опредфлена. Выведемъ ея уравнене. Изъ подобя треуголь- 

никовъ имфемт: 

У. 0 
т ах а’ 

откуда 
ау = 4 - 65. 

о `00°а_ 

и Дфая все послфднее уравнене (всЪ члены 

его) на аб, получимъ искомое уравнеше въ 

Фит. 10. легко заноминаемой форм: 

= у ыыы >= 1. еее ы 459 2+ (12) 

Оно можеть быть написано также въ видЪ: 

Г 
=---2+6 

у а 

похожемь на уравнеше (7). 

Порядокъ уравненйя. р 

$ 15. Порядком» одночлена по отношеню къ заключающимея въ нем 
перемфннымь называется сумма показателей этихь перемюнныхь. Такъ 
напримфръ одночаены: а4?. уз, с?2у?, а?а?у суть третьяго порядка; одно- 

члены же: а2?, б?жу, су? суть второго порядка. 
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Порядкомъ уравненя называется наивыспий изъ порядковъ его чле- 
новъ. Напримфръ уравнешя: 

Аж-н В+ б=о0 

Аз =0 

суть перваго порядка. Уравнешя же: 

Ах -- В+ б=о0 

Азжу + В =0 

суть второго порядка. 

Всякое уравненше 1-го порядка выражаетъ прямую. 

$ 16, Докажемъ весьма важную теорему, что всякое уравнене 1-10 по- 
рядка выражает» прямую. 

Для этого покажемъ, что уравнеше 1-го порядка самаго общаго вида: 

можеть быть приведено къ виду уравнешя (7), относительно котораго 

извфстно, что оно выражаеть прямую. 

Уравнеше (13) можеть быть послфдовательно преобразовано въ сл- 
дующя формы: 

получимъ уравнеше (7); 
ЕЕ аи (7) 

Итакъ, всякое уравнеше 1-го порядка можеть быть приведено къ виду 
ешя (7) и потому выражаеть прямую. 

Уравнене прямой, проходящей чрезъ данную точку. 

$ 17. Прямая совершенно опредфлена, если сказано, что она прохо- 
чрезъ данную точку (2’, у’) и составаяеть данный уголь съ осью 2. 

‘0 второго услошя можеть быть дано; что прямая составляеть съ осью 2 

й уголь, тангенсъ котораго равенъ данной величин &. Найдемъ урав- 

е такой прямой. Для этого возьмемъ уравнеше (7) 

ЧЕ 1... (т) 

`прямая, выраженная этимь уравнешемь, проходить чрезь точку 
Делоне.—Высшал математика м механика. 2 
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(2, 9'), то координаты =’ и У’ этой точки должны удовлетворять уравне- у 
нию (7), такъ что: 

У НВ. еее. .. (14) 

Вычитая уравнеше (14) изъ уравнешя (7) получимъ: 

уи=Ё@а— #2)... .:. 05 

Это и есть искомое уравнене прямой, проходящей чрезъ точку (=, у) 

и составляющей съ осью 2 уголь, тангенсъ котораго равенъ К. 
Здфсь 2, у суть перемфнныя координаты прямой, величина которыхъ 

измфняется съ переходомъ отъ одной точки прямой къ другой ея точк\; 

что же касается 2” и у’, то они суть постоянныя координаты данной точки. 
Напримфръ уравнен!е прямой, проходящей чрезъ точку (2,5) и накло- 

ненной къ оси 2 подъ угломъ 45° (извфстно что #7 45° = 1) будеть: 

уУ—5=я—2 

или ъ 
&— уз =0. 

Уравнеше прямой, проходящей чрезъ двЪф данныя точки, 

$ 18. Прямая вполнЪ опредЪлена, если сказано, что она проходить 

чрезь данныя точки (., У,) и (2., У,). Найдемь уравнеше прямой, за- 

данной такимъ образомъ. 
Если прямая проходить чрезъ точку (2, У,), то уравнеше ея можно 

написать согласно & 17-му, въ видь 

у —9=1 (2—2)... (6) 

Если прямая проходить чрезъ точку (2, ,), то уравнеше ея можно 

написать въ видф: 

у: —У=Ё (а, — 2). 

Раздфливъ это уравнене на (16), получимъ: 

(= (17) 

Это и есть искомое уравнеше прямой, проходящей чрезъ точки (2. у,) 

и (г, у). 
Преобразуемь ого такъ: ‘ 

(у— у!) (@ — 2) = 9— у) @— 2) 
или: 

Шу — 2], — му ии — 2) — 24, — 2 +25 

откуда: 
21, — уу, У ар НИЯ И В у = - : 

2—1, 2, — #2: 
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Сравнивая это уравнеше съ (7), видимъ, что прямая, проходящая чрезъ 

— точки (2, у) и (2, ,), пересъкаеть ось у на разотоянши 2: — 25% орь 
2 —*, 

начала и составляегь съ осью 2 уголь, тангенсъ котораго равенъ не: г те 
Напримръ: уравнене прямой, проходящей чрезъ точки (— 2,3) и 

(1,5), будеть, по формулВ (18); 

или: 

Эта прямая пересфкаетгь (5 12) ось у на разстояи з оть начала и со- 

ставляеть съ осью 2 уголь, тангенсь котораго равенъ з. 
* 

Уравненше прямой, проходящей на разстоянм р отъ начала. 

$ 19. Выведемъ уравнеше прямой, про которую извфетно, что она на- 
ходится на разстоящи р оть начала, при чем р составляеть уголь ф 
съ осью 2. Пусть аи суть отрЬзки, отсфкаемые этою прямою (фиг. 11) 

на осяхь 2 и у оть начала, Изъ прямоуголь- 
ныхъ треугольниковъ 40) и Вор имфемъ: 

По отрфакамь наша прямая опредфляется 
($ 14) уравнешемъ (12) 

а о: « (12) Фиг, 11. 

Вставляя сюда вмфсто а и В ихъ величины изъ равенствъ (19), получим: 

2 у + =1 
р -3 

605 ф эту 

или: 
#.603ф У. зтф—р=0......... (20) 

Это и есть искомое уравненше прямой, проходящей на разстояи р оть 
‘вачала. - 

Разстояне между двумя точками. 

$ 20. Опредфлимъ разстояне между двумя точками по заданнымь ко- 
‘®рлинатамь этихъ точекъ (фиг. 12). Пусть координаты 1-ой точки суть 

у.. координаты второй точки х., у.. Проведемь чрезь точку (2, у), 

2 
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параллель къ оси 2. Изъ прямоугольнаго треугольника АВТ) искомое раз- 
стояше 2 опредфлится, какъ гипотенуза по катетамъ, въ видь; 

8= У, 9)... 09 

Выражая, что разстояше точки (т, у) 

окружности отъ центра, взятаго не въ начал, 

но въ точкЪ (а, 6), одинаково и равно радусу 

В для вефхь точекъ окружности, получимъ 

уравнеше окружности, описанной радусомъ В 

изъ точки (а, 5) 

(2 — а + (у— 5) = №2, 

Координаты точки, раздфляющей разстояне между двумя данными точками 
на двЪ части, относящяся одна къ другой какъ т къ я. 

$ 21. Пусть намъ даны координаты двухъ точекь; (2, у,) и (2. у,), 
требуется найти координаты (фиг. 13) точки (х, У), дВаящей разстояне 

между данными точками на два отрфзка, которые относились бы одинъ 
къ другому какъ т къ я 

Изъ подобМя треугольниковь АВС и АХФЕ имфемъ: 

# п. т 

| ГИ 2,—2 тв 
С 
Е 

Е В У. ГА тп 

откуда: 

—=—% СНЕ (22) 
тп ры ее 

Фиг, 13. у= и, ти и о (23) 

Координаты средины разстояшя между двумя данными точками. 

у (с) $ 22. Если точка Л) дВлить разстояше 
АВ (фит. 14) пополамъ, то въ формулахь 

(22) и (23) нужно положить: я = я, и 

тогда для координать точки 7) получим: 

(2 

Фиг. 14. 

Эти формулы показывають, что координаты средины разстояншя между 
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двумя данными точками суть аривметическая оон оть координать 

данныль точек. 

Уголъ, составляемый двумя прямыми. 

$ 23. Если даны дв прямыя уравнешями 

у= № -Ь 

В у=и- и, 

то легко найти тангенсъ угла, заключеннаго между ними. А именно, мы 
знаемъ ($ 12), что # ий' суть тангенсы угловъ наклоненшя данныхь пря- 
мыхъ (фиг. 15) къ оси х, такъ что; 

Кромф того, уголь « есть внфинЙ уголь тре- 
тольника АВО и потому: 

а=В-т, 

‘еткуда 
1=«— в. 

Итакъ: 
19% —1 ие Ак 

сюда’ вмфсто да и {98 величины № и №" со формулам 

)), получим» кии 
Е 

ъъ; таненсь ума, составляемаю прямыми 

у=е-ь 
Ч ве + не 1) 

и 
а ь ) 

Если прямыя были бы даны уравненями: 

Ах + Ву+0=0..... хе ® 999) 

Ао В.уч-6,= 0, .. . (30) 

ихъ можно было бы привести къ виду: 

р 
Е В в @) 
д’ 0' 

о т 
*) Ариометическою среднею величинъ а и называется величина ее. 
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сходному съ видомъ уравнений (27). Олфдовательно, тангенсъ угла, состав- 

ляемаго прямыми (31), такъ же составляется изъ величинъ: аи = 

(коэффищентовь при 2) какъ формула (28) составлена изъ Ё и #' (коэф- 

фищентовъ при 2 уравнешй 27). Слдовательно, тангенсъ этого угла равенъ 

А д! Е 
или 

АВ—АВ’. 
АА'-+ ВВ' 

Итакъ: тангенсь угла заключеннаго между прямыми: 

Ах + В+ б=о 
ИТ Ч 32 

Ах Ву-+ б,=0 85 

равенъ: 
А'В— АВ’ 

АН ОСА 589) 
НапримЪръ: тангенсъ угла заключеннаго между прямыми 

За у +2 =0 
44 ну—5=0 

равенъ: 
4.5 —3.1 ра в 

3.45.1 17 

Слфдовательно, эти прямыя составляють уголъ въ 45°, такъ какъ #745°=1. 

Услов!е параллельности двухъ прямыхъ. 

$ 24. Если числитель выражен я (28) равенъ нулю, но знаменатель 
не равенъ нулю, то это выражеше, а слВдовательно опредфляемый имъ 

тангенсь и уголъ между прямыми (27) равенъ нулю, то есть эти прямыя 
взаимно параллельны. Итакъ: услоше параллельности прямыхъ: 

уУ=Ёа-но 

у=Ёе-и 

таково: 
В... ое (34) 

Прилагая таыя же разсуждея къ выражено (33), находимъ, что 

услове параллельности прямыхъ: 

Аз - ВС =о 

А, Ву С, =0 



таково; А’'В = АВ' 
иди А В 1 а (35) 

Напримръ прямыя: 
32 + 80у — 15 =0 

ы 82 = 20у-+ 61 =0 

взаимно параллельны, потому что: 

32 80 

т 
Услов!е перпендикулярности двухъ прямыхъ. 

$ 25, Если знаменатель выражешя (28) равенъ нулю, то самее это 

выражен!е и опредфляемый имъ тангенсъ угла, заключеннаго между прямыми 

у= А -Ь 

у Аа-Ь, 
равны безконечности, а слфдовательно самый этоть уголь есть прямой. 

`Итакь: услове перпендикулярности прямыхь: * 

таково: 

или 

Иа ИИ У 286) 

Прилагая тая же разсуждешя къ выражению (33), находимъ, что 

услоше перпендикулярности двухъ прямыхъ: 

`Ах-+- +6 =0 

Ар + Ву-- 0'=0 
таково 

АВ: т.т ВЫ 
Напримфръ прямыя: 

65 5у— 13 =0 

107 —12у — М =0о 

перпендикулярны между собою, потому что: 

6.10 —5. 12 =0, 

Разстояще точки отъ прямой 2 с05 ф + узтф —р= 0. 

$ 26. Опредфлимъ разстояне точки (2,, у,) оть прямой, выраженной 
‘уравненемтъ: 2; 

268 ф + узтф—р=0,...... ‚+ (20) 



че: 

найденнымь въ $ 19-мъ, Здфсь, какъ мы видфли въ $ 19-мъ, р есть раз- 

стояШе данной прямой оть начала координалъ, ф уголъ, составляемый 

съ осью 2 периендикуляромъ, опущеннымь изъ начала на нашу прямую. 
Планъ рфшеня нашей задачи таковъ: 1) найдемь уравнене перпен- 

дикуляра, опущеннаго изъ данной точки (2,, У,) на данную прямую, вы- 
раженную уравнешемъ (20). Затфмъ 2) р\шая уравнеше этого перненди- 

куляра совмфстно съ уравнешемъ (20), найдемъ (см. конець $ 6-го) жо- 

ординаты основан пернендикуляра, опущеннаго 
изь (2,, У,) на данную прямую. Наконець: 3) 
по координатамь Этого основашя и по коорди- 
натамъ (2, у.) данной точки найдемъ, пользуясь 

‘(2 формулою (21), величину 8 перпендикуляра, опу- 

щеннаго изъ (2,, У,) на данную прямую — то- 

есть искомое разстояше точки (2, у,) оть этой 
прямой. 

0 1) Уравнеше перпендикуляра, опущеннаго 

ивъ (2, у:) на прямую (20), напишемьъ по фор- 

Фиг. 16. муль (15), пользуясь тЬмъ, что уголь наклонешя 
этого перпендикуляра къ оси 2 равенъ ф, то-есть 

углу наклоненя р къ оси 2 (фиг. 16): 

У— 9, = @—2)9$ ....... . (38) 

2) Рышимъ это уравнене съ уравнешемъ данной прямой: 

2 609 ф + узто-——р=0. 

Получимъ по исключени у: 

2 608 ф + и зтф + (2—2) 9$. 3то—р=о0, 

откуда: 

2 605 ф + зшф.зтф = р-х, 9$. 5тф — у, т 9. 

Помножая всф члены послВдняго уравнешя на 605$, имфемь: 

2 (6057 ф + 50? ф) = реф а. зй?ф — у, 9тФ. 0089 

2 = роз ф + п, 5 ф — у, 5%. 008$...... (39) 

Подставляя эту величину 2 въ (38), получимъ: 

У=У,: Р. 008$. 19-2, 587 ф.19ф — у зтФ. 6089. 9—2, 9 

или 
Ур. тра 995 — Пу (1 — т 9) 

или 
У = р5тф — 1, 51$. 608$ -+ У 605° $... ..- (40) 

Формулы (39) и (40) даютъ выражешя координатъ (2, у) основашя 
перпендикуляра опущеннаго изъ (2;, у,) на данную прямую. 
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3) По координатамъ (2; у), опредфляемымъ формулами (39) и (40) и по 

координатамъ 2,, у, данной точки составляемъ, пользуясь формулою: 

8=У, а, и 
зыражене для искомаго разстояня 8. 

8=У @ + @ у". 
- Вставляя сюда вместо 2 и У ихъ величины изъ (39) и (40), получимъ: 

2=У@, — 1008$ х.з? Ну, $тф.с08ф)*-+ (у, — ратф-+,9тф .605$— у, с05* $) 

или 

8=У (соя, зто .608<— р608ф)*-+ (2.51.6085 ф-- у. 5йЙф- рэтф) 

или 

8 =У (а воз -5 у, эйр — ро (8 -Н уз — р)вйЙ. 
При радикал беремъ знакъ -- потому, что разстояне считаемь всегда 

положительнымь (не обращаемъь вниманя на его направлен). Координаты 

опредфляютъ и направлеше, поэтому берутся съ соотвЪтствующими зна- 

ками. Разстоян!е же разсматривается только съ точки зрёшя своей ве- 

личины: 

8=У (@, 09 -узтф р) (0? ф-езт" $) 

Припоминая, что: 08° ф -- зйй ф = 1, получимъ наконецъ: 

$ = 2, 608 + узтф—2........ (41) 

Сравнивая это выражене съ уравнешемъ (20) данной прямой, можем 

сказать, что: чтобы получить разстояше точки (2;, у.) отъ прямой 

2 605 ф + узтф —р= 0, 

достаточно замнить въ уравнени этой прямой, перемфнныя координаты 

2, у постоянными координатами (2., у.) данной точки. 

Разстояе точки отъ прямой Ах -- Ву С = 0, 

$ 27. Чтобы получить формулу для разстояня точки (2, /,) оть пря- 
мой, выраженной общимъ уравненшемъ: 

АичыоВу ны Об брить дрель в лед) 

сравнимьъ это уравнеше съ (20). Коэффищенты при 2 и у уравнен (20) 
таковы, что сумма ихъ квадратовъ (05° ф = т”) равна 1. Чтобы при- 
вести уравнене (42) къ такому виду, при которомъ его коэффищенты * 

имфли бы такое свойство, необходимо и достаточно вс члены уравне- 
я (42) раздфлить на У А? — В,. ДЪйствительно тогда получимъ урав- 

неше СР ыы в уе: ЗО Вы 

У?+в У +в У &- в 
0,.._: (43) 
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зъ которомъ тоже сумма квадратовъ коэффищентовъ 

4 В? 
(вв +в) 1. 

Уравнеше (43) будеть тожественно съ (20) если положить: 

= Е Вере в= —® (49) Ув ’ Узи ` 
Искомое выражеше разстояшя 8 отъ прямой (42) получится слфдова- 

тельно, если въ формулу (41) подставимъ вместо с0з $, $ ф, р величины; 

опредфляемыя равенствами (44). Получимъ: 

ее С 

Итак: чопобы получить разстояне точки (т,. /,) оть прямой 

Аж-- Ву С=0 нужно вь это уравнеше прямой подставить, вместо 
перемьнныхь координать (х, у), координаты х‚, у, данной точки и по- 

лученное выражеше раздълить на У 42+ В. 
Напримфръ: разстояне точки (—3, 5) оть прямой 

25 + 17—20 =0 

будетъ: 

или 

9 

Уз 

Эллипсъ. 

Опредфлене эллипса. 

$ 28. Въ особенности ярко выступаеть пригодность Аналитической 
Теометри при изслфдовани кривыхъ лин! *) опредфляемыхъ ихъ харак- 

теристическими свойствами. 

Займемся изслфдовашемъ свойствъ кривой, основное свойство которой 
заключается въ томъ, что: сумма разстоянй каждой ея точки оть двуть 

данныхь точекь Ри Е’ есть величина постоянная. Такая кривая назы- 

вается эллинсомь. Точки Ри Е’ называются его фокусами. 

Уравнеше эллипса относительно главныхъ осей его. 

$ 29. Выведемь прежде всего уравненше эллипса въ предположенш, 

что фокусы его Ри Е' расположены (фиг. 17) на оси по обЪ стороны 

*) Впослфдетыи мы будемъ ихъ называть просто кривыми. 
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оть начала въ равныхъ оть него разстоявяхъ. Пусть и есть какая-нибудь 

точка эллипса, х и ”—ея разстояя оть и Е’ (радусы векторы). По 
опредфленйо эллипса, данному въ предыдущем параграфь, --”’ одинаково 

для вефхь точекъ эллипса. Назовемь по- 
стойнную величину этой суммы чрезъ $, у 

такъ что: 

та — ОН (46) 

Мы получимъ уравнеше эллипса, если 

вмфсто х их’ вставимъ въ (46) ихъ выра- 
жене чрезъ координаты (2, У) точки 9%, 

потому что тогда получимъ соотношеше 

между хи у годное для воъхъ точекъ 

эллипса. 

Пусть ОР = с; ОЕ' = —в. Координаты фокуса Е будуть, слвдова- 
тельно: (с, 0); координаты фокуса Е” будуть (—с, 0). По формул (21) 
параграфа 20-го имфемъ: 

Фиг. 17. 

г=У ве. 

м =У ее и 

Вставляя эти величины въ (46), имфемъ: 

Уврст-у + Ум-чет-и =: 
или 

(Убе) = [з— Уве | 

откуда 
(вони Убе -+ече чи 

ии 
[2 Ино и ]* = [#402] 

откуда 
48? [(2-н в)? - у?] = 8* + 882 - 166227 

или 
4872? 5 В5?от -- 4876? + 4879? — 3% -- Вс = 16е?а”. 

Положимъ, для удобства: з = 2а, получимъ: 

16472 + 1646? = 16а? = 16а -- 16677? 

или 
(а? — с) д? ау = а? (а — с*), 

называя а’ — с* чрезъ 67, полагая сафдовательно: 

получимъ: 
д? ау? = а. 
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ДЪля вов члены этого уравненя на 4?5?, получимъ: 

ре 
ыы нда сыне (48) 

Это и есть уравнеше эллипса въ формЪ, легко запоминаемой и сходной 

съ формою уравнешя (12) прямой лини. 

Изсльдоваше вида эллипса по его уравнению. 

$ 30. Посмотримъ, какъ опредфлить видъ эллипса по уравнению (48). 
Проведемъ это изслфдован!е сначала общимъ способомъ (см. $ 10). Для 
этого опредфлимъ изъ уравнешя (48) ординату у. Получимъ: 

А 

При 2 = 0 получаемь изъ этой формулы у = == В. `Сафдовательно, 
точки (о, 8), (0, —6) принадлежить эллипсу. Это суть точки Ви В' 

(фиг. 18), лежация на оси у по 0бЪ стороны начала на разстоящяхь © 

оть него. Вообще знакъ == въ 
формуль (49) показываеть, что 
каждой положительной ординат 

эллипса соотвЪтствуеть, равная ей 
по абсолютной величинЪ, отрица- 

тельная ордината. Другими слова- 

ми, оллицеъ симметричень отно- 
сительно оси =. Поэтому достаточно 

изслфдовать формулу (49) только 

Фиг. 18. со знакомъ -= и опредфлить (этимъ 

самымъ) ВиДЪ той части эллииса, 

которая лежить по одну сторону оси 2, въ области положительныхъ орди- 
наль, а затЪмъ присоединить къ этой части другую симметричную “ей отно- 

сительно оси 5. 

Итакъ, займемся изслфдовашемьъ формулы: 

м 

В о 2:80) 

Придавая здфсь перемфнному 2 послфдовательно значешя, возрастаю- 

пИя оть нуля, видимъ, что у будеть все уменьшаться и наконець, при 
4 = а, ординала у обратится въ о, потому что тогда: 

Олфдовательно, эллипсу принадлежить точка (а, 0), расположенная на оси 2 
въ разстояи @ оть начала. На фиг. 18 эта точка обозначена буквою А. 

При дальнЪйшемь увеличеши перемфннаго 2 формула (50) будетъ да- 
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звать для у мнимыя значешя, потому что, при 2 > а, подъ знакомъ ради- 
кала будуть прлучаться отрицательныя количества. Слфдовательно: эллинсь, 
не простирается въ сторону положительныхь у далфе прямой ММ про- 
веденной чрезь В параллельно оси у. 

Если опредфлимъ х изъ уравнешя (48), то получимъ: 

Эта формула показываеть, что эллипсъ симметриченъ и относительно оси У 
и что далфе параллелей, проведенныхъ къ оси у на разстоявяхъ @ оть 

нея, эллинсъ не простирается. Итакъ: весь эллипс заключается въ прямо- 

‘угольникь МУРО (фиг. 18), и уже многое выяснилось относительно его вида. 

Еслибы мы задались какими-нибудь числовыми величинами яара- 
метров» а и ® въ уравнеши (48), то, поступая по указанному въ $ 10-мъ, 

опредфлили бы достаточное число точекъ, которыя дали бы намъ возмож- 
ность начертить всю фигуру эллишса изображеннаго на (фиг. 18). 

Но слфдующие два параграфа научать насъ лучше судить 0 видь 
эллипса чёмъ самый чертелть, изображающий только, такъ сказать, опре- 

дВленную 0с0бь изо всей породы эллипсовъ. 

Даметры эллипса и его центръ. 

$ 31. Опредфлимъ разстояне отъ начала 0 точекъ пересфчешя эллипса 
съ прямою 
Е: (51) 

проведенною чрезъ начало (фиг. 19). 

Для этого опредфлимъ сперва (пользу- (‚у 
ясь сказаннымь въ $ 6) координаты 

этихь точекъ пересфчешя, рЬшая сов- 
м\стно (уравненя (48) и (51). Получим, 

по исключенши у: 
ое ыы 
У Фи. 19. 

откуда 
Пра ет Е ра И ив Унжан 

а? 

Имфемъ, слдовательно, два значешя для абсциссы искомыхъ точекъ пере- 

сфченя: 
а 

Уи 
ее ав 

}- ункен 

я: = 
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Вставляя эти величины, вмфсто 2, посафдовательно въ уравнеше (51), 
получимъ для У тоже два значеня: 

уе „ = ее пав 
С Е (58) 

У Ура 

Слфдовательно, получаются дв точки пересфченя (2), У;) и (2„, 9,). 
Разстояще первой точки оть начала будеть: 

Е т а? фа? 1 
Ув, оо =И нат и-аты “/ р най` 

Разстоян!е 2-ой точки оть начала будеть: 

а а Г ная т р, 2 " ре ея И; они) уе + ан =08 И (54) 

Для обоихъ р получается одна и та же величина. Итакъ: вс 

хорды эллипса Ве — 1, проходящя чрезъ начало координать, д}- 

лятся этимъ началомъ пополамъ. 

Слфдовательно, эллинеь имфеть центре. Хорды, проходяшйя чрезъ 

центръ, называются Обаметрами эллинса. 

Сравнене эллипса съ окружностью. 

$ 32. Опишемъ изъ начала координать окружность радусомъ В. Урав- 
нене ся, какъ мы знаемъ (см. $ 7), будеть 

ЗИ"... хде ао ВЫ 

Посмотримъ, какая лишя получится, если уменьшимъ веЪ ординаты 

окружности въ т разъ (2 есть какое-нибудь цЪлое число). Назовемъ ко- 

ординаты точекъ этой искомой лини 

ы чрезъ 2, у. Согласно предположению 

Х=с 
59. (88 

У = му. 0 

Вставляя вмфсто Хи У вь урав- 

5 неше (55) величнны, опредфляемыя урав- 
ненями (56), получимъ уравнене иско- 

мой лини: 
2-Е (п) 

1 
фиг. 20. потому что, если Х, У удовлетворяють 

уравненю (55), то <, у должны удовле- 

творять уравненю (57), а между тьмь =, у суть координаты искомой 
‘лин; слфдовательно, (57) есть уравнеше этой лини. Докажемъ, что она 
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представляеть собою эллиисъ. Раздфлимь всЪ члены уравнешя (57) на 
зт?В?. Получимъ: 

Е КИ 5 зе Кв =Е и: <: 

Это есть уравнеше эллипса (48). въ которомъь а = т; 6 = В, какъ видно 

изъ сравнешя уравненй (48) н (58). 

Итакъ, эллинсъ получается изъ окружности, если всф ея ординаты 
уменьшить въ одинаковое число разъ (фиг. 20). 

Главныя оси эллипса. 

$ 33. Даметрь 4.4’, проходяний чрезъ фокусы, называется большою 
‘осью эллипса. Его половина О.А называется (фиг. 21) большою полуосью. 
Величина большой полуоси есть абецисса 

точки пересЪчешя эллинса (48) съ осью 2; 

поэтому она опредфлится изъ уравнены 
(48), полагая въ немь: у = 0. Получимъ 

1 — в = больная полуось. 

Даметрь ВВ’, перпендикулярный къ 
большой оси, называется малою осью эл- 

линса. Его половина ОВ называется малою 
полуосью. Величина малой полуоси ость 

ордината точки пересфчешя эллипса съ осью у; поэтому она опредзлится 

изъ уравнешя (48) если положить въ немъ: #=0. Подучимь: 

Фиг. 21, 

у = = малая полуось. 

Итакъ: параметры аи въ уравнени (48) эллииса суть его большая 
и малая полуоси. Концы 4, А', В, В’ полуосей называются вершинами 

эллипса. 

Соотношеше между а, Бис. 

$ 34. Представивъ формулу (47) 
параграфа 29-го въ видЪ: 

Ре =а... . (59) 

и зная, что фокальное разестояве с 

(разстояше ОЕ оть центра до фо- 

куса) откладывается по оси 2, тогда 
какъ малая полуось © — по оси у, 

замфчаемъ, по теорем Пиоагора, что разстояшя вершины В оть фоку- 
совъ равны а (фиг 22), такъ что: 

вЕ=вЕ-=Уй-а=а... 0... (60) 
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$ ЗБ, Отношене : фокальнаго разстоявя къ большой полуоси назы- 

вается эксцентриситетомь эллипса и обозначается буквою е. Изъ этого 
опредфлен!я и формулы (59) заключаемъ, что: 

Чмъ болфе удлиненную форму имфеть эллипсъ, тёмъ болфе его эксцен- 
триситеть. 

Геометрическое мЪсто срединъ параллельныхъ хордъ эллипса. 

$ 36. Проведемь въ эллипсф рядъ паралдельныхь другь другу хорд 
(фиг. 23) и посмотримъ, каково будеть геометрическое м$ето срединъ 

этихъ хордъ. Рышимъ [задачу эту ана- 
литически, то есть формулами. Возьмем 

уравнеше эллипса 
2 
+1. , (48) 

и пусть уравнене какой нибудь изъ 

разсматриваемыхь хордъ будеть 

Фиг. 33. в, (62) 

Замфтимь, что, благодаря взаимной параллельности разсматриваемыхь 
хордъ, величины # въ ихъ уравненяхъ будуть одинаковы для вофхъ хордъ, 

и только величины В будуть различны. Планъ рышешя задачи будеть та- 

ковъ: нахождеше точекъ пересфчешя хорды (62) съ эллиисомъ (48), со- 
стоящее въ совмфстномь рышеши ихъ уравненй; опредфлеше координать 

средины разстояя между этими точками; переходъ оть разсмотрьшя одной 

хорды къ разсмотрьню вефхъ хордъ, параллельныхь съ нею. 
Подставляя въ (48) вмбсто у его величину изъ (62), имбемъ: 

. м, 
или 



А 

Назовемт, для краткости, стояний здфеь радикаль чрезь № и положимь: 

№ 
- и ..... . . (63) ров (63) 
вы 

Тогда получимь для х формулу: 

# = МВ М. 

Подставляя эту величину вмфсто д въ (62), получимь: 

у = (М + 118 = &М. 

Итакъь координаты одного изъ концовъ хорды будуть: 

2, = ММ 
у. = М1 8+ ЁМ. 

Координаты же другого конца хорды будуть: 

2, = МВ М 

у, = М8 №. 

Зная координаты концов, получим по формуламь (24) и (25) коор- 
динаты средины въ видЪ: 

—_ #1 ® МВ ее (64) 

= И мов. Е 

Для послфдия уравнешя (64) и (65) одно на другое, получим: 

Ун-МЬЕ Л. ы 4 

Здесь уже не содержится величины 8, такъ какъ она не заключается въ 
величин М, опредфляемой формулою (63). А такъ какъ именно только 
величиною В и отличаются уравненя разсматриваемыхь взаимно-параллель- 
ныхЪ хордь одно оть другого, то уравнене (66) справедливо для коорди- 
нать средины каждой изъ разсматриваемыхь хордъ. Слдовательно, (66) 

и есть уравнеше искомаго геометрическаго мета срединъ взаимно-парал- 
лельныхь хордь. Для всфхъ взаимно-параллольныхт хордь величина 
одинакова (тангенсь ихъ угла наклонешя къ оси 2). Итакъь &— постоян- 

ное. М тоже постоянное. какъ видно изъ (63). СлЬдовательно, уравнене 

(66) содержить во второй своей части постоянную величину мс 

Назовемь ее чрезъ 4; тогда уравнеше (66) искомаго геометрическаго 

Делоне.—Высшая математика и механика. з 



моста можно представить такъ: 

9—4: 
5 

или Е Че Вх Ане 2007) 

Сравнивая это уравнеше съ (4) убЪждаемся, что 6» эламист зеометри- 

ческое _мъсто_срединь взаимно-параллельныхь хордь есть прямая, прото- 
дящая Чрезь центрь: Другими словами: средины взаимно-параллельныхь 
тордь лежать на баметрь. 

Сопряженные д’аметры. 

$ 37. Даметрь АВ (фиг. 24), дьаяшй пополамъ цфлое семейство 

взаимно-параллельныхь хордъ, называется сонряженныме, по отношению 
къ этимъ хордамъ. Одна изъ хордъ этого 
семейства проходить чрезь центръ и но- 
тому есть тоже даметрь СД, и этимь 
даметромъ СХ, какъ проходящим чрез 

центръ, даметрь АВ, а слфдовательно и 
вс} хорды параллельный съ АВ, д}- 

лятся пополам. Гаке два даметра АВ 

и СП, изь которыхь каждый дьмопь 
Фиг. 34. пополамь хорды, паралдельныя друлому, 

называются сопряженными. Дламетръ со- 

пряженный большой оси есть малая осъ, какъ это можно заключить изъ 
симметрии эллипса относительно его осей. 

Нахождене центра начерченнаго эллипса, 

$ 38. Свойство сопряженныхь даметровъ даеть возможность опредЪ- 
лить центрь эллииса, контуръ котораго начерчень, слфдующимь образом, 

(фиг. 25). Перес ь эллииеъ двумя ка- 

кими-нибудь взаимно-параллельными пря- 
мыми аби а’. Дълимъ полученных хорды 

пополамь и, соединяя средины этихъ хордь 
прямою 4 В, получаемь даметръ сопряжен- 
ный хордамъ аб и а’. Точно , же по- 

ступаемъ съ, двумя другими произвольно 

взятыми, но вааимно-параллельными, хор- 
дами сд и с'0’. Получаемь сопряженный 

этимь хордамь даметръ ОД. Точка о пересъчешя даметровь АВ и СВ 
и будеть искомый центръ. 

Опредфлеше главныхъ осей начерченнаго эллипса. 

$ 39. Когда центръ о залинеа уже опредфленъ указаннымь въ $ 38 

способомъ, или какъ-нибудь иначе, то, для опредфленя тлавныхъ осей, 



описываемь изъ центра окружность какимъ-нибудь такимъ радусомь, ко- 
торый быль бы боле малой полуоси и 
меньше большой полуоси. Такая овруж- 
ность пересфчеть (фиг. 26) эллипеъ въ 

четырехъ точкахъ. Соединимъ вресть на 
крест эти точки прямыми аб и сд. Двля 

смежные углы, образуемые этими пря- 
мыми, поподамъ, получимь направаеня 
плавных осей. О.А и ОВ будутъ главныя 

полуоси. Это построеше основано на 

симметр!и, относительно главныхь осей, 
фигуры, состоящей изъ эллицса и построенной окружности. 

Фиг. 26. 

Опредфлеше фонусовъ начерченнаго эллипса, 

$ 40. Опредфливь центръ даннаго эллинса и главныя оси, можно найти 
его фокусы, пользуясь тьмъ, что (см. у 

$81) разстояня. фокусовъ оть. концовъ 
малой оси равны большой полуоси. Опи- Е 

сываемь (фиг. 27) изъ конца малой оси е 
окружность ражусомь равнымь боль- А я 
ой полуоси ОА. Точки пересфченя 2 
и Е’ этой окружности съ большою осью 

АА’ и будуть фокусами эллипса, Фиг. 27. 

Черчеше эллипса помощью нити. 

$ 1, Основное свойство эалинса ($ 28), 

ии = а, 

по которому сумма разстоянй каждой его точки оть фокусовь есть вели- 
чина постоянная, равная большой оси, даеть возможность чертить эллииель 
по даннымъ фокусамъ и большой оси, 

дующимь способомъ: отмфчаемь (фиг. 28) 

тотьами фокусы Ри" на чертежь. Вты- 

Баемь въ эти точки булавки, на одну изъ 
которыхъь надфваемь тлухою петлею нить. 
Обматываемь другой конець нити около 

другой булавки тавкъ, чтобы часть нити, 

_ остающаяся между булавками, имфла длину 

За большой оси. Оттагиваемь остремъ Фиг. 25. 

карандаша т нить въ такое положене 
ЕтЕЁ', чтобы части Ет и Е’т были натянуты. Не ослабляя этой натя- 

иутости ведемь по бумаг карандаигь, который и опишет эллиист, потому 
это тавимь образомь соблюдается услове кн” = 24. 



ав = 

Если бы даны были не фокусы и большая ось, но уравнен 

то слфдовало бы поступить такъ. На произвольно взятой прямой лини 
отложить разстояне ЕР =? Уз — 63, вакъ это видно изъ (47): въ даль- 

нЪйшемь же поступать вакъ и прежде. 

Типербола. 

Основное свойство гиперболы. 

$ 42. Займемся изслЬдовашемъ кривой, основное свойство которой за- 

коючается въ слдующемь: разность разстоянйй веякой точки кривой от» 
Овужь данныхь точекь, называемыхь фокусами, есть величина постоянная. 
Такая кривая называется эинерболою, Называя разстолыя какой-нибудь 
точки гиперболы оть фокусовь чрезь хи ”' замфчаемъ, что основное 
свойство гиперболы выражается равенствомь 

о.) 

Уравнеше гиперболы относительно главныхъ осей. 

$ 43. Поступая совершенно такъ же, какъ при выводь въ $ 29-омь 

уравненя эллииса, получимъ для гиперболы уравнене: 
2 Р. х 
г ее еее + = (9) 

весьма сходное съ уравнешемь эдлииса. Тодько здфеь фокусное разстояню 

е= И -ы, 

Изслфдоваше вида гиперболы по ея уравненю. 

$ 44. Опредфлимь изъ (69) у 

9=-ь 

Изъ этой формулы мы видимъ, во первыхъ, 
что гипербола симметрична относительно оси 22, 
потому что, благодаря знаку ==, каждому иоло- 

жительному у соотвЪтствуеть, равное ему по 
абсолютной величинЪ, отрицательное у. ме 

видимъ, что для вефхъ 2 менышихь чЪмъ а, ве- 
личина, стоящая подъ радикаломъ, дфлается отри- 
цательною, и слфдовательно у мнимое для всфхъЪ 
2 меньшихь чфуъ а. Значить (фиг. 29), въ 

части плоскости, ограниченной прямыми парал- 
лельными оси У и отстоящими на разстояни 

и ( — а) оть оси у, гипербола не имЪеть точекъ. 

Фиг. 39. 



Съ увеличешемь 2 въ формуль (70) у безиредфально увеличивается, 

Если бы наконець мы остановились на какихъ-нибудь числовыхь ве- 
личинахь параметров @ и $, то могли бы опредфлить (см. $ 10) сколько 
угодно точекъ гиперболы и увидали бы, что она имфеть видъ, изображен- 
ный на фиг. 29-ой. А именно, гипербола состоить изъ двухъ вътвей тАп 

и т'А”', при чемъ каждая вЪтвь уходить двумя своими концами въ без- 

конечность, ташь что на чертеяев можно ‘изобразить только часть гиперболы. 

Ассимптоты гиперболы. 

$ 45, Опредфлимь абециесу точегь пересфченя гинерболы съ ирямою 

2 Ш ааа: ща, (1 

„ироходищею чрезь начало координать и составляющею (им. $ 11) уголь 
р съ осью 2 (фиг. 30). Для этого исключимт 

у изъ (70) и (71). Подставляя въ (70). вм 

сто у, его величину изъ (71), получим: 

или 

откуда: 

Фиг, 30, 

1 79 р) 
еличина в - Ч, стоящая  здфеь подъ радикаломъ, обращается въ 

1 ь у 
нуль если 3х = ^, то есть при {9$ = == а} И Тогда # обращается я 

нъ безконечность. Значить прямыя, проведенныя изъ начала подъ углами, 
ь ъ к 

тангенсы которыхь суть ии а, встрфчають гинерболу въ безко- 

нечности. Эти прямыя №2/' и №№' (фиг. 30) называются ассимптотами. 

При дальнфйшемъ увеличени &у$. величина = - 8 

радикаломъ въ формул» (72), дЬлается отрицательною, ядовательно, 2 

дрлается мнимымъ; значить внЪ угловь МоМ и мой типербола не 

имфеть точекъ. 
Итакъ, существують для каждой гиперболы тая двф проходящёя чрез 

еи центрь о прямыя, называемых ассимитотами, которыя встрёчають ги- 
перболу въ безконечно-удаленныхъ точкахъ. 06$ вфтви гиперболы рас- 

пространяются въ противуположныхт углахъ образованныхъ ассимитотами. 
Впослфдстви ($ 221) мы докажемъ, что ассимитоты касаются къ гипер- 
бол въ безконечности. Углы наклоненя ассимитоть къ оси 2 опредь- 

. стоящая подъ 



ляются (см. выше) равенетвомь 

Е =, 
Главныя оси гиперболы. 

$ 46, Прямая. на которой расположены фокусы гипербоды, пересф- 
эгь ее въ точкахь А и Я' (фиг. 30), называемыхъ вершинами гинер- 

болы. Разстояня отъ центра до вершинъ ОА и ОА’ называются дъйстви- 

эпельными полуосями гииерболы. Величина дйствительной полуоси гипер- 
болы, выраженной уравненемь (69). равна а, какъ эго можно вывести 
изъ этого уравнены, опредфаяя абециесы точекъ пересфченя тинерболы 
съ осью 2, то есть опредфляя 2 въ предположени, что у=0. 

И одинъ изъ двухъ параметровь @ и 6 гиперболы 

Е сы 
ям =! 

есть ся дЪйствитедьная полуось. Другой параметръ ® называется мнилюю 
полуосью и самая прямая РО, проведенная чрезь центръ гинерболы пер- 
ицендикулярно къ дфИствительной оси, называется мнимою осью гиперболы. 

Построеше ассимптотъ по уравнению гиперболы. 

$ 47, Вь параграф 15-омь мы видфли, что уголь ф, составляемый 
симитотою гиперболы съ осью х опреду- 

н уравненемь ле 

р ет, И. 

Если изь вершинь зитеуболы возставимь 

перпендикуляры ко дъйствительной оси (фиг. 
31) и на нить отложимь величину мнимой 

полуоси ф, то, соединяя полученных точки 
прямыми сь центромь О’ зиперболы, получимь 

ассимптоты, потому что построенныя табимть 
фиг. 31. образомъ прямыя образуютъ, какъ видно из 

треугольниковь ОАЛВ и ОА’В’ съ осью ху 
вигенс®которыхь удовлетворяютъ уравнешю (73). углы 

Парабола. 

Основное свойство параболы. 

$ 48, Займемся изслдовашемь кривой, основное свойство которой за- 

ключается въ слВдующемь: разстояне каждой точки кривой от»ь нько- 

торой точки, называемой фокусом, равно разстоянйю-той же точки кри- 



в0й оть нькоторой прямой, называемой директрисою (фиг. 32), такъ что: 

тЕ = та 

т, Е = та, 

т.Ё = та, 

Такая кривая называется параболою. 

Уравнеше параболы относительно вершины. 

$ 49. Выведемъ уравнен!е параболы изъ ся основнаго свойства, (фиг. 32). 
Пусть разстояше оть фокуса № до директрисы 
ОР будеть АЕ = р. 

Примемь прямую АЙ ось 2х. На ней 

будеть находиться точка О, принадлежащая 

парабол, въ разстояни 2. отъ фокуса и отъ ® 

директрисы, потому что всякая точка, нахо- 

дящаяся въ равных раастоящяхъ отъ фок 

и оть директр ‚ принадлежить парабол. 

Примемъ эту точку О за начало координать. & 
Пусть координаты какой-нибудь точки 2 пара- 

болы будуть (2, У). Изъ чертежа видно, что 0 

ш+ 

? а = -Нх. , (14) Фиг. 32. 

Координаты фокуса буд; гь Е ы ‚ и слвдовательно по формул (21) 

Ет = И(: =: 

По основному свойству параболы ат = Ет, или, вслбдетие равенству 

(74) и (75) й 

ве =У (2 Зи 
возвышая обЪ части этого уравнешя въ квадрать, получим 

р? 2? 
Ч ре -н 27 = ай — рх-н г У 

т] или Эра. Я иесен ть 9 рае В 

Это и есть искомое уравнеше параболы. Оно содержитъ одну постоян- 

ную величину (параметрь) р. р равную разстоянйо фокуса отъ директрисы. 

Изсльдоваще в вида параболы по ея уравнению. 

$ 50. Изъ (76) имфемъ 

у === Уре. 
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Эта формула показываеть, что съ увеличивашемь х безпредфльно увели- 
чивается и у, что парабола симметрична относительно оси 2 и, наконець. 
что вся она лежить по одну сторону оси у. такъ какъ при отрицатель- 
ныхъ значешяхь 2 (и положительномь р) для у получаются мнимыя ве- 
дичины. Если бы р было отрицательно, то положительныя значеныт 2 да- 
вали бы мнимое у. 

Если бы мы остановились на какомъ-либо числовомъ значенш р, то 
могли бы опредфлить сколько угодно точекъ параболы (см. $ 10) и замь- 

лили бы, что она имфеть видъ, представленный на фиг. (32) *). 

Полярныя координаты. 

Полярныя координаты. 

$ 51. Положеше точки можно опредфлять также разстоящемь и точки 

(фиг, 38) оть нфкоторой данной на плоскости точки О, называемой иолю- 

сомь и угломъ ($), составаяемымь прямою от 
5 съ нАкоторою данною на плоскости прямою ОД, 

пазываемою иолярною осью. Разстояше г назы- 
вается радусомь-векторюмь точки т. Утоль ф 

ф А и радусь векторь х называются полярными ко- 
ординатами точки. Точку, имъющую полярный 
уюль ф и рамусь векторъ ”, будемъ обозначать 

тамы: (ф, *). 
Подобно тому какъ въ Декартовыхъ координатахь уравнене, заклю- 

чающее перемфнныя линию, точно такъ же и въ поляр- 
ныхь координатахъ: уравнеше, содержащее перемфиныя фи х, изобра- 
жаеть нЪкоторую (прямую или кривую) лин. 

Преобразоваше Декартовыхь координатъ въ полярныя. 

$ 5, Не трудно найти соотношения, существующя между Декартовыми 
координатами точки и ея полярными координа- 
тами, если въ посафднихь полюсъ ‘совпадаеть 
съ началомь Декартовыхь координать, а поляр- 
ная ось съ осью 2. ДЬйствительно, изъ чертежа 

(фиг. 34) видно, что 

т 608$ | 

у=изтф |" 
зат) 

Эти формулы служать для преобразовашя уран- 

ненй, выраженныхь въ Декартовыхь координа- 
тахъ, въ уравнешя, выраженныя въ координа- 

тахъ полярныхъ, для чего достаточно въ первыхъ замфнить хи у их 

Фиг. 34. 

*) См. задачу 58. 



НЕ > 

зеличинами, опредфляемыми изъ (77). Напримфръ. уравнене прямой 

Аж-- Ву-- С =0 выразится въ полярныхъ координатахь такъ: Аг с08ф-Н 
== Ве зтф-- О = 0 или: 

0 
”— Аз -= Вятф. 

Преобразоване полярныхъ координатъ въ Декартовы. 

$ 53. Иногда нужно бываеть. наоборотъ, перейти оть полярныхь ко- 
ординать къ Декартовымъ. Найдемь формулы для такого перехода. Дфля 

зторое изъ уравнешй (77) на первое, получим: 

у ы ие еь ных (18) 

Возвьпная уравнены (77) почленно въ хвадрать и складывая, получимъ: 

же у 

откуда: Уи... : даб) 

ЗдЬсь передъ радикаломь удерживаемь =, считая х всегда положитель- 
нымъ. Формулы (78) и (79) служатъ для перехода отъь полярныхъ коорди- 

налф къ Декартовымъ. 

Примту». Преобразовать къ Декартовымъ координатамь уравненю 

"= О 
— А созф + Выту` 

найденное въ предыдущемь параграф. ; 

По формуламъ тригонометрии имфемъ: с08 ф = 

или 

или 

или наконець: 42 -- Ву С = 0, какъ и слфдовало ожидать, потому 

что мы шли въ этой задач путемъ прямо противуположнымъ задач ире- 

ылущаго параграфа. 



Е 

Полярныя координаты позволять намьъ познакомиться съ уравнеными 
эллипса, параболы и гиперболы, весьма часто употребляемыми въ Астро- 
номи, и вообще полярныя координаты иногда удобнфе Декартовыхъ, Но 

прежде выведемт еще нЪфкоторыя замфчательныя формулы. 

Разстоян!е точекъ эллипса и гиперболы отъ фокусовъ этихъ кривыхъ. 

$ 54. Пусть (т, У) суть координаты точки, лежащей на эллиисЪ 

2 о у +=! 

р. (фиг. 35) суть (С, 0), гдь Ув Г 
(см. ур. (47). Квадра зетоян точки 

(г, у) оть Е будетъ, слфдовательно, но 

формуль (21): 

2 

Координаты фок 

= (- у =Я-+ 

у — 2602-0... (80) 

Изъ уравнены эллииса им Земь: 

(7) 
Фиг. 35. у = рт 

Вставляя эту величину вмбето у? въ (80), получим: 

62 (а? д? 
= а + ь = ) се ++ 6', 

или: 
?\ ь а? 

(, т) И -- 2ж-+е=и|- +9. эе-е= 

‚в 

ия 2 — 205 + @'. 

Приноминая выражене (61) эксцентриситета, получим: 

или 

Разстояще х’ точки (2, у) до другого фокуса опредфаимъ, зная. что 
по основйому свойству эллипса х -Н =’ = 2а. Получимь: 

тб ее 0869) 

Поступая совершенно такъ же для гиперболы и замфчая только, что 
для нея (см. конець 5 43) с? = а? -+ °, получили бы: 

Е НМ НХ Зее (ВВ 

ЕН а к Ут ниыЕ ОА) 



43 — 

Полярныя уравненйя эллипса, гиперболы и параболы относительно фокуса. 

$ 55. Посмотримъ, каково будеть полярное уравнеше эллинса, если 
за полярную ось принять большую его 
ось (фиг. 36), а за полюсъ фокусъ Е. 

Изъ чертежа видимъ, что 

2 = г 08 фе. 

Исключая 2 изъ этого уравнены и урав- 
неныг (81), получим: 

т =а —е (у 20; ф + с). 

откуда: 2 

в — 16. Е “ @— о _ в 

1-5 е609ф  1-5765$  ч(1-+ 2083) “(1 -+е605 $) 
Га 

Полагая „ = р, нолучимь наконець: 

очен. сы в (89) 

Это и 
Га ^ . 

чина „, которую мы обозначили чрезь р, называется параметромъ. Как 
Е = 

в = 1, этоть пара- 

къ ордината, возстановленная изъ фокуса Ё. 

фокуса Р, кавъ извфетно (см. $ 29), есть с. 

ь уравнене эллинса въ полярныхь координатахъ. Зд зь вели- 

не трудно вывести изъ уравнены эллит 

метръь есть не что иное 
ДБйствительно. абецисса 
равное Уе в’. Подставляя въ уравнене =, -и — 1 вмфето 2 эту 

1-й у ыы а величину, получим, — „Ни = 1, откуда у = 7 

Дая гиперболы получили бы такое же уравнене (85); только для 

Ув Га? 
эллипса е = у ее дая гиперболы же; е = ^^ . Такъ что уравне- а 
не (35) представаяеть эллиисъ при е < 1 и типерболу при е> 1. 

Мы сейчасъ увидимь, что и марабола выражается уравнешемъ (85). 

ДЬйствительно (фиг. 37), 
ио основному свойству па- 
раболы и. припоминая, что 
въ ея уравнены у? = 2рх 
величина р = ОЕ, полу- 
чих: 

у—=ат = р- ЕМ = 

р-н 005$. 

откуда: 

пы Фиг. 37. Фиг. 18. 

Но еслибы парабола была расположена такъ, какъ на фиг. 38-ой, то по- 



лучили бы 

а. ами а» 486) 

Въ это уравнеше обращается уравнеше (85) при.е = 1. 

Итакъ; уравнене (85) выражаеть собою: 

элинеь приех1 

параболу » е=1 

тинерболуя е> 1. 

Замфтимь, что и для параболы величина р равна ординат, возставлен- 

ной изъ фокуса. ДЬйствительно абсциеса фокуса равна ь (см. $ 49). 

Вставаяя въ ны параболы у? = 2рх вмфето 2 эту величину р по- 

дучимь: у? == эр.? 5 — р’, откуда у = р для фокуса. 

Преобразован!е координатъ. 

Необходимость преобразованя однихъ Денартовыхъ координать въ друйя 

'Декартовы. 

у 

ий 
$ 56, Уравненя эалинеа = - Ги ш- 

раболы у рх, выведенныя нами, годятся для этихъ кривыхь только 
при принятых нами предиоложеняхь относительно расположен этих 
кривыхъ по отношению въ осямь координать. Между тВмъ во многих за- 
дачахь приходится имфть дЪло съ этими кривыми иначе расположенными 
относительно осей координать. Напримфръ въ такой задач: найти (фиг. 89) 

зеличину хорды, соединяющей точки пересфченйт даннато эллипса съ тм 

гипербо. -. Уи. типерболы р — 

Фиг. 39. Фиг. 40. 

который получается оть переммыценя перваго оланиса на разстояне а 

въ, сторону положительныхъ д. ЗдЪсь уравнеше 1-го эллипса, относительно 
РС 

ето осей и принимая начало координатъ вт его центрЪ, будеть Е 

уравнене же второго эллипса будеть иное, а какое? мы еще пока не 

знаемъ. Если-же за начало координать примемъ центръ 2-го эллипса, то не 



сумфемъ написать уравнения перваго, центръ котораго окажется не въ на- 
чалв координатъ. 

Чтобы выйти изъ подобнаго рода затруднен прибъгають къ преобра- 
зовантю координатъ. 

Самый общ случай (фиг. 40) преобразоваюшя координать, дая пере- 

хода оть какой-нибудь системы 20у къ систем Хо’У, разсматриваютъ 
закъ два послфдовательныхь перехода: 1) оть системы 20у къ систем 

2'0'у' съ осями. параллельными осямъ первой системы. Этоть переходь на- 

зывается переносом» начала; 2) оть системы 2'0'у' къ системь Хо'У, имфю- 

щей то же начало, что и промежуточная система 20’у’. Этоть переходь 

называется поворотом» осей на уголь $. Уголь ф есть уголъ, составаяе- 

мый между собою осями 0'%’ и о'Х. 

Переносъ начала. 

$ 57. Дли переноса начала необходимо должна быть задана та точка, 
въ которую начало переносится. Обыкновенно она, задается ея координа- 

тами (т, ®) (фиг. 40) относительно прежней системы. Преобразованю бу- 
деть достигнуто, если будемъ знать, какъ выражаются прежня коорди- 

наты (2, у) какой-нибудь точки М чрезь координаты той же точки М. 
взятыя относительно системы 20'у’. Не трудно видьть изъ чертежа 
(фиг. 40), что: 

дот о = тех 

уУ=АМ=т +А'М =» + у. 

Итакъ формулы для перенесен начала будуть: 

Е ео... (81) 

О: Нбр аре .ЫИВЫ 

ть (т, п) суть координаты новаго начала о’ относительно старой систе- 

мы оу. 
Если какая-нибудь кривая задана уравнешемь въ координатахт 2. у. 

то, чтобы получить ея уравнеше относительно системы 2'о’у’, достаточно 
выфсто 2 и у вставить въ данное уравнеше ихъ величины изъ (87) и (88). 

Перенесешя начала уже достаточно, напримфръ, дая рышен задачи, 
предложенной въ $ 56-омъ относительно хорды пересфчешя эллипсовь 
(фиг. 39). Уравнене перваго эллипса относительно осей хоу намъ извЪетно: 
Г 
2+н=!. У равнене 2-го эзалипса относительно осей 2'о’у’ тоже из- 

вЪстно: оно будеть а в =! Координаты начала о’ относительно 

осей хоу будуть (а, х слфдовательно, формулы преобразования (87) и (88) 

въ, настоящемь случаф примуть видъ: 

х ат | 

у=у } 



подставляя въ уравненше Е = 1 выфето 2 и у ихъ величины изъ 

(39), получим: 
(ант) у? о 

На =1 ео, 90) 
а Г 

Таково уравнеше 1-го залипса относительно тЬхъ же осей 2'0'у’, относи- 

тельно которыхъ намъ извфетно и уравнене 2-го эллииса 

де Г 
НЫ с. м 

Р\ыпая теперь совмфстно уравнены (90) и (91), опредЪаимъ коорди- 

наты точек пересбчент эллипсовъ ‘и по формул (21) величину хорды 2АХ, 

Продфлать эти вычисленя предоставалемь читателю въ видф упражнены, 
замтивъ, что для пониман дальнфИшаго это необязательно и что отв 

долженъ получиться: 

ми=ъуз. 

Поворотъ осей. 

$ 58. Займемся теперь переходомь оть осей а’оу’ къ оеямь Хо'У 
(фиг. 40). Проведемь изъ’ точки 2/ ординату 24” = У и орлиналу 

МА' = У и проведем чрезь точку А” пара ь 4’В" къ оси 0'4'. За- 
мЬтимь, что уголь "т В" = 4, какъ 
имюний стороны пернендикулярныя сто- 

ронамъ угла $. Изъ чертежа видимъ, что; 

а = 0'А' = 0'В' — А'В' = ОВ 

— 4”В'=0'А". с0зф-— АМ. зтф 

или: 
#' =Х. 0089 У.зтф. . (92) 

и 

У=АМ=А,В* + ВМ = В.А" 
+ В'М = 0'А". зтф-- А"М. 008$ 

или: У = Х.атф-+ У. 0089. 4... .... (98) 

Фиг. 41. 

Формулы (92) и (93) и служать для перехода отъ системы 2'9/у’ кт, си- 

‹темь Хо’У. 

Общее преобразоваше координатъ. 

$ 59, Соединяя формулы (87) и (88) съ формулами (92) и (93), на- 
ходимъ для самаго общаго преобразованыг однихъ Декартовыхь коорди- 
вать въ друМя тая формулы (фиг. 40): 

&=т-+ Х 203 — Узту | (4) 

У=п + Хатф-+ У00зф |" *°’” 

тд тип суть координаты новаго начала 0’ относительно старой си- 



Ве 

стемы 20у; уголь же ф есть уголь, заключенный между осями о’ и 9'Х 

или, что то же, уголь наклонены оси о’Х къ оси ох. 

Уравнене равносторонней гиперболы, отнесенной къ ассимптотамъ. 

$ 60. Мы приложимъ преобразоваве координать къ простЫшему при- 
мЬру, который познакомить насъ съ замфча- 

тельнымь уравнешемт, одной гиперболы. Возь- м 

мемь такую гиперболу (фиг. 42), ассимитоты у 

которой наклонены къ оси  подъ угломъ, 45°; 

так что эти аесимитоты нзаимно-перпендику- 
лярны. Гипербола, имфющая таб я ассимитоты, 

называется равностороннею. Изъ треугольника = 
_ АОВ видно, что въ этомь случа а =, 

такь что уравнеше гиперболы будет 

ЭРУ 1 `& 
р а? > м 

или: | 2 — у а 9. 

Посмотримь, каково будеть уравнеше этой гиперболы, если за оси ко- 

ординать принять самыя ассимитоты о за ось х, о№ за ось у. Для по- 

лучешя этого уравненя надо повернуть прежня оси на — 45°, то веть 
воспользоваться формулами (92) и (93) въ предположеши $ = 

Приномнимь, что, как извфстно изль тригонометрии, зй ( 

608 (— 45°) = я . Такъ как» мы здфеь переходимь не 

(2, У). то формулы (92) и (93) примуть въ настоящем: 

Хх Е. Х-+УуУ 
= = 

УЗ Уз УЗ 
Е 

; У? С И? 

Подставляя эти значеня х ину въ (95), получимь: 

а же 
э 

или < = «? 
2ХУ = а* ии ХУ=... 

Полагая © = . получимъ: 

Е оао 

Итакъ: иравнеше, выражающее, что произведен координат» равняется 



Ея 

постоянному, представляет» собою равностороннюю зиперболу, отнесенную 

к» ассимитотамь (фиг. 43). 

т Очень часто въ различныхь вопросахь 
приходится имфть дфло съ такими двумя ие- 

ремфнными величинами, произведен которыхъ 

остается постояннымъ. Совмфстное измфнеше 

такихь величинъ, оказывается, изображается 
совыфстнымь измфнешемь абсцисс и орди- 

нать равносторонней гиперболы (фиг. 43), 

отнесенной къ асоимитотамь. ЗдЪеь видно, 

какъ, съ увеличешехь одной изъ перемфи- 

ныхь до безконечности, другая уменьшается 

до нуля. Фиг. 43 

Косоугольныя координаты. 

$ 61. Кром прямоугольныхь Декартовыхъ координать существують 
еще косоузольныя, въ которыхъ 
(фиг. 44) оси непериендикулярны 

между собою. Въ такой систем ор- 

динатою точки т служить прямая, 
проведенная чрезь эту точку па- 
раллельно оси у до перефченя А 

= съ осью 2; абсциесою же служить 
разстояне этого пересфчея А оть 

Фиг. 44. начала. 

Кривыя второго порядка. 

$ 62. Въ строго научныхь курсахь Аналитической Геометрии изуче- 
не эллипса, параболы и гиперболы ведется необыкновенно стройно при 

широкомъ примфнеши преобразованя координатъ. А именно изсафдуется 

самое общее уравнеше второго порядка: 

Аз? -- Вху - Су’ + р Е=о .... (91) 

и доказывается, что это уравнеше (а слфдовательно и всякое уравнене 
2-го порядка съ двумя перемфнными) можеть изображать три типа кри- 
выхь, смотря по тому, будеть ли величина 2—4 АС болЪе, равна или 
менфе нуля. А именно: 1) При В? — +АС < 0 уравнене (97) принадае- 

Жить къ типу эллинса и можеть представлять собою: а) эллииеъ, 0) окруй- 

ность, в) точку, г) мнимый эллиисъ. 2) При В — 4 АС =0 уравнене 
| (97) принадлежить къ типу хараболы и можеть представлять собою: а) па- 

раболу, 6) двЪ параллельныя прямыя, в) двз мнимыя прямыя и г) дв 

' совпадаюция прямыя. 3) При В? —4АС>> 0 уравнеше (97) принадае- 

жить къ типу 2имерболы и можеть представлять собою: а) гиперболу и 

| 6) двЪ пересЪкаюццяся прямыя. 
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`Кром$ того доказывается, что уравнен!е второго порядка только’ въ томь 
случаЪ представаяеть пару прямыхъ, если величина, называемая дискри- 
ъминантомь и составленная изъ коэффищентовь уравненя слфдующимь 
образомъ; А Ё 

`ВРЕ— С: — АЕ” Е(В- 440). (1: . 98) 

окажется равною нулю. ы 
Кривыл: эллипеъ; парабола и типербола называются кривыми’ 2-10 по- 

‘рядка. Въ $ 114 мы покажемъ, что онф получаются ‘оть‘пересфьченйг круг 

лаго конуса плоскостью. Поэтому ихъ зовуть также коническими ‘съченями, 
Не ‘находя умфстнымь въ нашемъ руководствЪ, имфющемь въ виду 

лишь насущныя’ потребности приложен. приводить  иаслфдовашя уравне- 

мя второго порядка во ‘всей его - стройности, мы ограничимся примфне- 
емъ преобразовашя координать ‘®ъ выводу такихъ уравненй ‘кривыхъ 

2-го порядка, которыя яснфе всего укажуть на переходъ отъ параболы 
къ элаинсу и гинерболЪ.х г 

Уравнемя эллипса, параболы и гиперболы относительно вершинъ. 

8 63. Примемь за начало вершину эллииса и большую ось за ось х 

(фиг. 45), тогда переходъ оть уравненя = — м — 1 къ координа- 

тамъ 2; и придется совершить помощью формуль 2; = 2 — а; 9, =ун 
получится уравнене эллииса 

ИР ны, 
Зея: оз о 

ы 
иди В Е 

Вводя параметрь р= =, получимь: 
в 

у = Эре- че . . (99) 

Примемь за начало координать Фиг. 45. 

р, ея вершину 4. Переходъ, 

оть 7, у’ къ 2, у придется здфсь сдЪлать по формуламъ: 2, = 2 + а; у, = и. 

я выБето. 2, у эти ихь выраженя въ рано гиперболы 

1, получим: ВА . 1, или: у? а ай 

Вводя’ параметр р = 3, м. 1 
. ь 
а ды Я . 00) 

Наконець мы знаемъ уравнене параболы 

Ор ие м МЮ) 

Сравнивая уравнены (99) и (100) съ (101), замфчаемь, что эллипсъ обра- 
Делоне.—Выешая математика и механика. 4 



С 30: Че 

щается въ параболу при о, то есть онъ тьмь боле сходенъ съ па- 

раболою, чфмъ менфе отношеше — 

Точно также и гипербола о въ параболу при с = 0. Во- 

обще эллипсъ и гипербола отличаются оть параболы добавочнымь чле- 

номЪ = ы 17, который въ случаЪ эллииса вычитается, а въ случа гипер- 

болы — —праадянис Парабола представляеть собою какъ бы переходъ 

оть эллипса къ гиперболь. 

Примъчате. 

$ 64. Въ дальнфйшемъ изложеши мы познакомимся еще со многими 
другими свойствами кривыхъ второго порядка и между прочимъ: диффе- 

ренщальное исчислеше позволить намъ познакомиться со свойствами ихъ 
касательныхъ, а интегральное — съ вычислешемъ площадей, ограниченныхь, 
этими кривыми. 

Первое поняте о фуницм. 

$ 65, Если какая нибудь величина измфняется съ измфнешемь нфго- 
торой другой величины, и при томъ такъ, что, при всякомъ данномъ зна- 

чени 2-ой величины, первая величина имфеть вполнф опредфленное зна- 

чен!е, или по крайней мфрЪ конечное число опредфленныхъ значенй, то 

первая изъ этихъ величинъ называетоя функиею второй. Напримфръ 

объемъ тЬла есть функшя его температуры, потому что съ измфнешемь 

температуры измфняется объемъ, и (при данномъ давлении) всякой данной 

температурв соотвфтствуеть вполнф опредфленная величина объема дан- 

наго тЪла. Если нфкоторая иеремфиная величина разсматривается как 
функщя другой величины, то послфдняя называется независимою перемтн- 

ною. НапримЪръ, ордината у прямой у=й2-Н® есть функщя ея абециссы 4, 
которая называется независимою перемфнною. Мы измфняемъ какъ угодно 

независимую перемфнную и изсл6дуемь— какъ при этомъ измфняется ея 

функщя (см. $5 6 и 10). 
Законъ, по которому измфняется функшя съ изм5нешемъ независимаго 

перемфннаго, можеть быть данъ математическою формулою. Напримвръ, 

ордината прямой измняется съ измфненемъ ея абецисеы по закону, вы- 

ражаемому формулою у= 2-5. Ордината окружности 2*-- у? = А? измф- 

няется съ измбнешемь абсциссы по закону у = == У — 2% Здеь 
хаждому значению 2 соотвфтствують два значешя игрека. 

Съ этой точки зря всякая формула, заключающая въ себЪ пере- 

мфнное количество 2 и сколько угодно постоянныхъ количествъ, разема- 

тривается какъ функщя независимаго перемфннаго 2, потому что вели- 

чина, выраженная такою формулою, измняется еъ измфнешемъ =. 
Если дана формула, по которой функщя опредфаяется чрезъ незави- 

симыя перемфнныя, то такая функшя называется явною. НапримЪръ, у есть 
х Аа? + В+ С к 

явная функщя оть 2, если дано у = . Какъ бы ни была 



с вы 

сложна формула, содержащая въ себЪ одно перемфнное х и выражающая у, 

товорять, что у есть явная функщя икса, ) 
Но во многихь случаяхъ весьма удобно бываеть обозначить только, 

что у есть функщя оть 2,’ не давая закона зависимости между у и м, не 

давал. никакой опредФаленной формулы для выраженя у чрезъ 2; тогда пи- 

шуть такъ: у= (2). или такъ: у= Ё(2) или у=ф (2); ве эти урав- 
нешя выговариваются такъ: у равно функщи оть 2, или такъ: у есть функ- 
цы оть =, или такъ’игрекъ равняется функщи иксъ. Туть уже не дается, 

какая именно функщя оть 2 есть у, но просто выражается, что между у 
и 2 существуеть какая-то зависимость. Тая, функщи называются #е- 

явными. РазсмотрЬне неявныхь функц и приведенный выше способъ 

ихъ обозначешя вносять большую общность въ математику и упрощають 
языкъ, на которомь выражаются математики, 

Если какая нибудь перемфнная величина зависить оть нЪеколькихь 

других такимъ образомъ, что измфняется съ измфнешемь каждой изъ нихъ 

и при опредфаенныхь ихъ значешяхь имфеть виолнЪ опредфленное зна- 
чеше (или по крайней мЪрЪ конечное число значен!), то первая изъ этихь 
зеличинъ называется функщею остальныхъ. Такая функшя называется 

функщею многихъ перемнныхъ. Онф бывають явныя и неявныя, Напри- 
мЪръ 2 есть леная функщя отъ < и у, вели 2 выражено формулою, заклю- 
чающею въ себЪ 2 и у; напримфръ, 2 = А 3 (2 - 3у). Неявныя функщи 

многихь перемфнныхь выражаются такъ: 
# = (, У) читается: # равняется функщи икса и игрека; 

и = / (2, у, 2) читается: 04 равняется функщи икса, игрека 

и такъ далЪе. 

Примфнимь поняе о функщи къ выражено нЪкоторыхъ общихь по- 
ложенй Аналитической Геометрии. 

и зеда 

Кривыя различныхь порядковъ. 

$ 66. Всякое уравнеше съ двумя перемфиными 2, у можеть быть, ие- 
ренесешемь всфхь членовъ въ одну сторону, выражено такъ: 

а Овен ори, он 

Напрямфръ уравнеше 2* + За?у = ах -- 6 можно написать такъ: 

23 -+ 329 — а —Ь=0, или: /(х, у) = 2? - 329 — а —%=0. 

Если } (2, у) перваго порядка, то, какъ’ мы видфли въ $ 10-омъ, та- 
кое уравнеше выражаетъ собою прямую. 

Если У(х, у) второго порядка, то, какъ мы видфли въ $ 62-омъ, урав- 

неше (102) выражаеть собою кривую второго порядка или пару прямыхъ 

(лая общности и пара прямыхъ считается кривою второго порядка). 

Если 745, у) имфеть т-ый порядокъ, то и кривая, выражаемая урав- 

нешемьъ (102), называется кривою т-го порядка. 

4* 
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ГЛАВА 11 ©» у 

Аналитическая Геометр1я въ пространств*. 

‘Опредфление положеня точки прямоугольными координатами. 

$ 67. Положене точки въ пространств опредфаяется разстоящями ея 
оть трехь взаимно-перпендикулярныхь злоскостей координат»: оу, уг, 
2ох (фиг. 46). Прямыя 02, 0у, 02, по которымъ пересфкаются между со- 

бою плоскости координатъ, называются осями координать. Оси коорди- 
нать взаимно пересфкаются въ точкф 0, называемой началом». Периен- 

дикуляры тр, 74, этз, опущенные изъ, точки 2 на плоскости координать, 
и называются координатами точки (согласно сказанному въ началь этого. 
параграфа). Достраивая къ этимь перпендикулярамь прямоугольный па- 

раллеленицедь и прицоминая, что 
й иротивоположныя ребра параллелеци- 

Фиг. 47, 

пода равны между собою, видимь, что упомянутымъ перпендикуляраму со- 
отвЪтетвенно равны: 04, ОВ и ОС — ребра сходяияся въ началь, ко- 

торыя и могуть быть приняты за координаты той вершины % паралл 
лепипеда, которая противуположна началу о. Наконець принятыя въ на 
чаль этого параграфа координаты равны слдующимъ прямымъ (фиг. 47 
разстоянио 2 точки иж отъ плоскости (205), разстоянию у основашя В пер- 
пендикуляра тВ оть оси х и разстоянию х основашя А перпендикуляра 
ВА оть нача. 

Если направлешя оз, 0у и ог осей приняты за положительных, то про- 
тивуположныя имъ направлен принимаются за отрицательный. 

Поверхность выражается уравнешемъ вида: / (2, у, =) =0, 

$ 68. Подобно тому какъ лини выражаются на’ плоскости. уравненями 
вида / (2, у) = 0, точно такъ же всякая закономфрная поверхность въ 

прямоугольныхь координатахь х, у, 2 выражается уравнешемъ. вида 

Я 



А ВЫ 

Докажемъ это. Пусть ‘намъ дана какая нибудь закономьрная поверх- 
ность (фиг. 48). Возьмемв на ней накую нибудь точку т,. проведемть 

ея координаты 2= 0.4; ‘у = АВ; : = Вш. Съ измненемь положен 

точки т на поверхности и. точка В бу- 
дегь измфнять свое положеше на плоско- 
сли (2, у), и слдовательно координаты 2 и 

уу будуть измЪняться. СлБдовательно. орди- 

ната. 2 точки 2 мЪняется съ измфнешемь 2 

и у такъ, что дая каждой совокупности зна- 
ченй х и у ордината 2 имфетъ вполн\ф опре- 

дфленное значене. Значить 2 есть функшя 

двухь независимыхъ . перемфнныхь-2, у, то 
есть: Е(т. У). Перенеся всЪ_ члены 
зого уравнешя въ одну часть, получимь 
уравнене вида (103); что и, требовалось Фиг. 48. 

доказать. Напримбръ уравнене 
# = ал? - бе + у", 

вида 2 = Е (2, У), можно написать Такъ: а -н бен у? — 2 : въ ВИДЬ 
Л@, у, 8) = 0. ЗдЪеь аа? -- бе -- у? кралко обозначено чрезь 2 (х, у); 
тогда какъ ал? -+ 92 - у? — 2 обозначено чрезъ / (м, у, 2). 

Уравнеше сферической поверхности, описанной радтусомъ Ё изъ начала. 

$ 69. Выведемъ, для примфра, уравнене сферической поверхности, 
имющей центръь въ началЪ, основное свойство которой, какъ извфетно. 

состоить въ томъ, что всЪ точки этой поверхности 
(фиг. 49) находятся въ одинаковомъ разстояни 

оть центра. Пусть @ есть ражусъ такой сферы. 

Изъ треугольника оВи имфемь 
от? = В? = оВ? -+ 2. 

Изъ треугольника же оАВ имфемтъ 

оВ? = 2 у. 

Итак нуна = №. ... (104) 

Это уравнеше вфрно для вефхъ точекь нашей 
«ферической поверхности. 

Слдовательно, это уравнен!е (104 ) есть урав- 

неню сферической певерхности; описанной радусомь В изъ начала. Пере- 
неся А вь лЬвую часть уравнены, получимъ: 2? у -н 2? — №=0. 

имфющее видь / (2, у, 2) ==0. 

Всякое уравнеше / (2, у, =) = 0 между координатами х, у, 2 представляетъ 
собою поверхность. 

$ 70. Наобороть, всякое уравнеше У (2, у, 2) = 0 между тремя ко- 

ординатами 2, у, # представляеть собою поверхность. Покажемь это сна- 
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чала для частныхь случаевь уравнены { (т, у, 2) = 0. Однимъ изъ та- - 

кихъ частныхь случаевъ будеть такой, когда данное уравнеше не заклю- 

чаеть въ себф координать 2 и у, когда, напримфръ, оно таково: 

# или #—6=0,....... . (105) 
тдь с положительно. 

Это уравнене обозначаеть собою (фиг. 50) совокупность точекъ, на- 

ходящихся на одинаковомъ разстоящи с отъ плоскости (2, у) въ сторонЪ 

положительныхъ 2. Такая совокупность точекъ, какъ известно ‘изъ элемен- 
тарной геометрии, есть илоскость, параллельная плоскости (2, У) и от- 

стоящая оть нея на разстояни с. 
Точно такъ же уравнене 2 — с = 0 представляеть собою плоскость, 

параллельную плоскости (у, 2); уравнеше у— е=0 представаяеть собою 

плоскость, параллельную илоскости (я, 2). 
Разсмотримъ теперь тоть случай, когда уравненю / (2, у, 2) =0 не со- 

держить въ себ одной координаты. Напримфрь такое уравнеше 

ЕО, г: бра са 

несодержащее въ себЪ 2, при чемъ сказано, что разсматриваемое уравне- 
ню относится къ пространству трехъ измренй. Мы знаемьъ уже изъ пре- 

Фиг. 50. Фиг. 51. 

дыдущей главы, что уравнеше (106) въ плоскости (2, У) (фиг. 51) пред- 
ставаяеть собою нфкоторую лин АВ. Проведемъь чрезъ какую нибудь 

точку Р этой лини прямую РМ параллельную 0г. Такъ какъ координата 2 

остается неопредфленною, “Ро координаты всфхъ точекъ прямой удовлетво- 

ряють уравненшо (106), потому что 2 и у вофхъ этихъ точекъ удовлетво- 

ряють ему. Но точку Р мы брали на лини АВ произвольно, слЬдова- 

тельно координаты всъхъ точекъ прямыхъ, проходящихь чрезъ вс точки 
линш АВ параллельно оси 02, удовлетворяють уравнению (106). Совокуп- 

ность всЪхъ такихъ прямыхъ представляеть собою цилиндръ *), параллель- 

*) Въ элементарной геометр!и разсматривается только круглый цилиндръ, 
направляющая котораго есть окружность. Въ математикВ же цилиндромъ назы- 

вается всякая поверхность, прямолинейныя образующИя которой’взаимно-па- 
раллельны, какова бы ни была направляющая. 
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ный оси 02. Итакъ уравнеше (106) представляеть собою цилиндр», парал- 

„дельный оси од. 

Точно такъ же: уравнене Х (у, 2) = 0 представляеть собою цилиндръ, 

параллельный оси 2; уравнеше У (2, 2) = 0 представляеть собою ци- 

линдръ, параллельный оси у. 

Разсмотримь наконець уравнене 

У, 9 0,1... 403) 

содержащее всф три координаты. Проведемъ на разстояни с огь плоскости 

(%, у) параллельную къ ней плоскость аб (фиг. 52). Для всъхъ точекъ этой 

илоскости 2 = с. Сафдовательно, уравнеше (108) для точек только этой плос- 

кости обратится въ Х (2, у, с) =0, 

но такое уравненше съ двумя пе- 
ремфнными, относящееся только 

къ одной плоскости аб, какъ мы 
знаемъ изь предыдущей главы, 
представляегь собою нфкоторую 

кривую АВ, лежащую въ этой 
плоскости. Измфняя с на неболь- 

шую величину, получим другую 
кривую А’В’ въ плоскости парал- 

лельной плоскости аб. Такимъ обра- Фиг. 59. 

зомъ получимъь цфлый рядь кри- 

выхъ, совокупность которыхь составить нкоторую поверхность. Итакъ, 
уравнене (103) представяяеть собою поверхность. Если же оно не содер- 
жить какой-либо координаты, то представляемая имъ поверхность цилиндри- 
ческая (см. ур. 106). Если уравненше (108) содержить только одну коор- 
динату, то (см. ур. 105) представляемая имъ поверхность есть плоскость, 
параллельная одной изъ плоскостей координатъ. 

Представлеше лин совокупностью двухъ уравненй съ тремя перемфнными. 

$ 71, Линя (прямая или кривая) представляется при помощи про- 

странственныхъ координатъ 2, у, г, какъ пересфчене двухъ поверхностей, 

Лад =0] 
Дебе у, 2). = 0 | 

Такъ какъ всякая лин можеть быть разсматриваема какъ пересфче- 

ще безчисленныхь паръ поверхностей, то лишя можеть быть выражена, 

безконечнымь числомъ паръ уравнен!Й вида (107). Напримръ лиш (107) 
выражается и такою совокупностью уравненй 

Ян) 50 И 
Л(е, у, ®) В.Л @ у, 9 =0 | 

(ии + (107) 
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какое бы ни.было №, потому что’ координаты. удовлетворяющя уравне- 

ныиъ (107), удовлетворять и уравненямъ (108). и обратно: координаты. 

удовлетворяющя уравненямъ (108), удовлетворять и уравнешямь (107), 
какъ это видно изъ состава той и; другой сово- 

купности уравнен. 

Примтрь. Окружность, описанная радусомт 

В изъ точки А въ плоскости, параллельной 

плоскости (2, У) (фиг. 53) и отстоящей оть нея 
на разстояни ‘е, представаяеть собою пересьче- 
6 цилиндра 2*--у?== А? съ плоскостью 2==е 
и потому можеть быть выражена. совокупностью 
уравненй: 

Фиг, 53. 

дн у’ = В 

#=е 

ео р (109) 

но эта же окружность можеть быть разсматриваема какъ пересфчеше пло- 

спости 2 == со сферою 27 у? -+ 2 = А? + с°, и потому можеть быть 
выражена совокупностью уравненй 

дни = Ве ыы О 
#=с ] 

Представлене лини пересфчешемъ двухъ цилиндровъ. 

$ 72. Если дана лишя уравненями 

Лау =о] я 
Лшуд=о]” 

10; исключая у изъ этихъ двухъ уравненй, получимъ уравнене вида: 

и * 8 (111) 

оО, ое а 

исключая же изъ уравненй (111) координату 2, получимь уравнеше вида: 

а И, 

Уравнеше (112) представляеть собою (см. $ 70) цилиндръ. нараллель- 

ный оси у; уравнеше же (118) выражаеть собою цилиндръ, параллельный 

оси 2. Этими двумя уравнешями замбнена теперь система уравнешй (111). 
Итакъ, всякая линёя можеть быть разематриваема, какь перестчеше двухь 
цилиндров, изь которыь одинь параллелень одной оси координат», а дру- 

той параллелень друюой оси 

Поняте о проэнщяхъ. 

$ 73. Основаше перпендикуляра, опущеннаго изъ данной точки % на 
данную прямую называется ортогональною мроэкнею точки т на эту 
прямую. 



ке 

(юнованше  перпендикуляра. ‘бпущеннаго изъ данной, точки тж на дан- 

ную ‘плоскость, называется прюэкизею точки т на эту плоскость. Часть 

прямой, ограниченной двумя точками, называется прямолинейным» отрьз- 

комь или вектороме. ‹ 
Разстояше ‘между основашями перпендикуляровт, опущенныхъ изъ кон- 

мовъ прямолинейнаго. отрфзка на данную прямую, называется ироэкшею 

прямолинсйнаю отртзка на эту. прямую. При этомъ прямолинейный от- 

рЬзокъ можеть лежать на прямой непараллель- 
ной и непересфкающейся съ данною прямою. 

Угломъ между двумя непараллельными и не- р 

пересЪкающимися прямыми называется уголъ, 
составленный одною изъ данныхъ прямыхъ съ 
прямою. проходящею’ чрезь одну ‘изъ ея то-^” 
чекъ параллельно другой данной ‹ прямой. А. 

Напримфръ (фиг. 54) уголь, составляемый 

непараллельными и непересфкающимися вза- Фиг. 54. 
-имно ребрами 4С.и ВР пирамиды АВСР. 
равен» углу ММО, составленному  ребромь АС съ’ прямою 2/М, прове- 
‚денною. параллельно ‘ребру ВЛ) чрезь какую нибудь точку № ребра АС. 

Разстояще между основашями перпендивуляровъ, опущенныхь изъ кон- 

ов прямолинейнаго отрфзка на данную плоскость, называется зурюэкшею 

прямоуюльназю отрпзка на эту плоскость. 

Длина проэкщи на плоскость прямолинейнаго отръзка. 

$ 74. Длина проэкшёи на плоскость (1071) прямоличейнато отръзка АВ 
(фиг. 55) равна произведению АВ. с08 $ 

длины. отръзка на косинусь пла, со- 

ставляемаю отрпзкомь сь плоскостью 
оу. Докажемъ это. Проведемъ чрезъ А 
прямую АГ параллельную проэкщи СС" 
даннаго отр®зка. Изъ треугольника ВАМ 

видимЪ, что: 

00'=АМ=АВ .6с05$. . (114) 

что и требовалось доказать. ет 

Длина проэкщи прямолинейнаго отрфзка на прямую. 

$ 75. Длина. проэкиёи прямолольнаю отризка АВ на прямую ох 
‘равна произведению АВ . с0зф отртзка на косинусь узла, составляемало 

им» с» прямою ох. Докажемъ ‘это (фиг. 56). Пусть АВ будеть данный 

трЬзокъ. Проведя чрезъ концы его плоскости АСР и ВС'Ь' перпенди- 
втлярныя къ прямой ох, получимь проэкцю ЮО’ отрзка АВ на пря- 

< 



мую ох. Проведемъ чрезь А прямую АМ параллельную ДЛ’ до встрфчи 
въ точкЪ № съ плоскостью ВС'Т’. 

Изъ треугольника АМВ, прямо- 
угольнаго при М, имфемъ: 

АМ = АВ. 603 $. 

Но АМ равна ДД" какъ отрзокъ 
параллельной между параллельными: 

плоскостями. Слфдовательно: 

РО’ = АВ. 03$; . (115) 

Фиг. 56. что и требовалось доказать. 

Проэнщя послЬдней стороны многоугольника. 

$ 76. Если вь пространствь дань треуюльникь АВС, то проэкцёя 
стороны АС на какую бы то ни было прямую равна суммъ проэкшй на 

ту же прямую двуть друихь сторонь АВ и ВС. Пусть а, Ъ, с будуть 

проэкщи вершинъ А, ВиС даннаго треугольника на упомянутую произ- 
вольно взятую прямую. которая можеть даже и не находиться въ пло- 

скости АВС. Если ® находится между а и 
с, то ас очевидно равно аб -+ 6е. Если с на- 

ходится между @ и 6, то ае будеть равно 

разности “6 и $с, но направлеше бе противу- 

Фиг. 57. положно направленно аб и потому ас является 
всетаки алгебраическою суммою частей аб и 

$е (фиг. 57). Итакъ теорема доказана. ВмЁсто трехъ точекь 4, В, С 

можно ваять какое угодно число точекъ въ пространств, проведя чрезъ 

нихъ послфдовательно прямыя, составить пространственный многоуголь- 
никъ и совершенно такимъ же способомъ доазать, что вфрнА. 

Теорема: При проэктировани про- 
странственнаю мноюуюльника на какую- 
либо прямую, проэкщёя послъьдней стороны 
мноюуюльника равна сумм проэкцей про- 
чихь сторонь ею. 

Эта теорема справедлива и въ томъ 

случаЪ, если многоугольникъ плосый и про- 

эктируется на прямую, лежащую въ его 
плоскости. На такомъ частномъ случа мы 

пояснимъ смысль общей теоремы. Пусть 
АВСЬЕ будеть такой многоугольникъ. 
Проэктируемъ его на прямую 2 (фиг. 58). 
Посмотримъ какъ выразится проэкщя ае 

стороны АЕ чрезъ проэкщи другихъ сторонъ; при этомъ считаемь поло- 
жительными т проэкщи, которыя идуть въ направаени ае указанномъ, 



ее а 

стрёлкою; проэкщи же, идушйя въ противоположномъ направлени счи- 

таемъ отрицательными. Получимъ: 

ае = (— м) +5 9+ (— ед) 

= 0-60 фа 9 = -— 64 — 00. 

Равенство, къ которому мы пришли: ае = $9 — фа — ед, очевидно изъ 

чертежа. 
Эта весьма важная теорема въ обобенности = 

часто примфняется въ такомъ видЪ: ри проэкти- 
‘ровани, на какую-либо прямую, координать х, 

у = и радуса-вектора т какой-либо точки М м 

(фиг. 59): сумма проэкщий координать равна м 
проэкши радгуса-вектора. Дфйствительно здфсь и 
есть послвдняя сторона многоугольника ОАВМО, у 

составленнаго изъ сторонъ: 

ОА ==; АВ =у; ВМ = =; ОМ =т. 

Эта послфдняя теорема дасть намъ возмож- фиг. 59. 

ность виослдетви ($ 79) весьма легко найти 

формулы преобразован однихъ координать 2, У, 2 въ друмя Х, У, 2. 

Преобразоваше координатъ въ пространствф. 

$ 77. Подобно тому, какъ на 
плоскости ($ 56, фиг. 40) мы совер- 

шали переходь отъ однихъ коорди- 
‘нать къ другимъ въ два према: 1) 
перенесенемъ начала и 2) поворо- 

томъ осей, точно такъ же, въ два 
приема, будемъ переходить оть ко- 

ординать 2, у, 2 (фиг. 60) къ ко- 

ординатамь Х, У, Ё: сперва пе- 
ренесемъ начало изъ о вт о’, остав- 
ляя оси х', у’, 2’ параллельными 

осямъ 2, у, г. а потомь повер- 
И ЕН немъ систему 2’, у’, =’ вЪ положа а 

ве Х, У, 2. 

Перенесеше начала. 

$ 78. Перейдемъ отъ осей 2, у, 2 къ параллельнымь съ ними осямь 

2. У, #' (фиг. 61). Пусть а, ©, с будуть координаты новаго начала о’ 

относительно старой системы х, у, 2. Не трудно видЬть, что: 

= -а ] 
у=и-ь |... .... „+ (116) 

= о! 
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Повороть осей. 

$ 79. Перейдемь теперь оть системы 2, У, # къ. систем, Х, У, #, 
имфющей то-же начало 0’, но другое найравлене осей. Пусть ось Х со- 

ставляеть съ осями 2’, У’, &' углы а, В, 7; ось У составаяеть съ осями 

у, =' углы о’, В’, 7; ось составаяеть съ осями 2”, у’, д’ углы о", В", 1". 

Переходъ только тогда и возможенъ, когда эти углы даны. Помня, что 

проэкщя отрфзка равна его длин, помноженной на косинус угла, со- 

Фиг, 61. Фи. 63. 

ставляемаго имъ съ прямою, на которую онъ проектируется (115), при- 
ложимь сказанное въ конц $ 76-го, согласно чему проэкщя а” (фиг, 62) 
координаты 2’ на ось 2’ (сама 2’) равна сумив Хс0за + Усоз В - 16081 
проэкщй координать Х, У, @ на ту же ось 2’. Составлия табя же ра- 
венства для у’и #', получимъ: 

Х 608 а + У 0058 -+ # созт 

Х воза -+ Уса В 269. ..., (117) 

"= Х с0за"-+ У сз В" - 1 0081" 

Общее преобразоване. 

$ 80. Соединяя формулы (117) съ (116) получимь для общаго пере- 
хода (фиг. 60): 

2 = Х 00а -+ У с0зВ -+ # с031 на 

У = Хозо/-- У 008 8'- Я св... . (118) 

2 = Хс0за'-+ У сз 1 6051" 

Разстояще между двумя точками. 

$ 81. Выведемъ для двухъ точекь (жи, И,» 2.) и (2, У., 2.) въ про- 
<транствф формулу подобную (21), данной въ главЪ 1-ой. Пусть первая 
точка будеть 4 (фиг. 03), а вторая В. Проведя чрезъ А и В плоскости, 



а, ПАР 

параллельныя плоскостямьъ координатъ, получимъ параллелепипедь, эт ко= 
торомъ, какъ видно изъ чертежа, ребра 
Аа, а и ФВ соотвфтственно равны: 

Аа =, — 

46 = 
чт ВВ Яо в Г 

Сумма, квадратовъ этихъ трехъ ре- 

берь равна АВ, какъ это видно изъ 

прямоугольныхъ треугольников А и 
Аа, въ которыхь АВ = АЙ +5, 

„АБ? — Аа? -- фа’. Итакъ искомое. раз- у 
стояне 8 между А и В опредфалится изъ Фиг. 63. 
формулы: 

8 = Из, и +, у ай... . (119) 

Разстояне точки отъ начала. | 

$ 82. Если точка А находилась бы въ на- 
чат, то ея координаты 2, У, 2, равнялись бы 
нулю и формула (119) обратилась бы въ 

= Иже на: 0.120) 

Эта формула опредфляеть разстояще точки отъ 

начала. 
Фиг, 64. 

Сферичесия ноординаты. 

$ 83. Аналогично съ полярными координатами на плоскости ($ 51) 
‘употребляются для опредфлешя положешя точки въ пространствь сфери- 

ческя координаты, которыя весьма сходны съ географическими коорди- 
натами. Избирается начало 0); за одну изъ коор- 
динать точки т (фиг. 65) принимается разстоя- 
16 ея х оть начала, называемое радйусомь-векто- 
‘ромо. Этимъ радусомъ описываем около начала, 
сферу и выбираемь плоскость перваго меридана, 
ОВС и плоскость экватора ООШ; проходяпйя (< 
чрезъ начало О. Утоль ^, составаяемый плос- И” 

костью перваго меридана съ плоскостью мери-. № 
звана проходящаго чрезъ 2 принимается за дру- 
тую координату точки ии называется ея 0040- | А 

том. Уголь $, составляемый радусомъ-векто- Фиг. 65. 

ромь ‘съ плоскостью экватора, принимается за 
третью координату й называется широтою. Перпендикуляръ ОВ, возстав- 

зенный къ плоскости изъ центра, называется полярною осью. Итакъ, 



Ве 

имфется три «сферичесвыя» координаты: 

” радусъ-векторъ, 

» долгота, 

ф широта. 

Преобразоваше сферическихь координатъ въ Декартовы и обратно. 

$ 81. Очень часто приходится преобразовывать Декартовы координаты 

х, у, 2 въ ташя сферичесыя х, ^, ф, въ которыхъ плоскость (2, У) слу- 

жить экваторомъ, а илоскость (2, 2) пер- 

вымъ мериданомъ, 

Изь чертежа (фиг. 66) видно, что 
&=0В.с03\; уУ=оВ.зт\, тогда какъ 

изъ треугольника от видимъ, что 

оВ = г. 008$. 

Сафдовательно: 

=. 608$ . 608% 

у =. 008 ф.. з®^ ›. . (121) 

#2 =!. зто | 

Фиг. 66. Эти формулы служать для перехода, отъ 

Декартовыхъ координать 2, у, & къ по- 
лярнымъ. Изъ нихъ не трудно вывести, для обратнаго перехода, формулы: 

РИН, Е) 

ДА э ее 4 нь В 

Вр . (24) 
Уйуча` 

Свойство угловъ, составляемыхъ радусомъ-венторонъ съ осями координатъ. 

$ 85. Пусть г есть радусъ-век- 

торъ ОМ точки М (фиг. 67) и пусть 
а. В, 1 суть углы, составаяемые ра- 
дусомъ-векторомъ * съ осями коорди- 
нать. Замфчая, что > есть дагональ 

параллелепииеда, у котораго ребра 
х, У, г сходятся въ 0, мы видимъ, 
что треугольники оАМ, оВМ иоСбМ 
прямоугольны, потому что углы, нахо- 

Фиг. 67. дяпеся при вершинахь ихъ А, Ви 

С, суть прямые. Изъ этихъ треуголь- 
никовъ, по извфетному въ тригонометр соотношению между катетомъ и 



типотенузой, имфемъ: 

= и. 0080; 608 @ = — 
т 

= } ых . (25) 
у=и. 0038; В = зи (125 

2=+. 081; 81=* =”. 6081; = 

Отсюда видно, что координаты точки суть проэкщи ея радуса-вектора 

на оси координатъ (см, $ 75). 

Возводя равенства (125) почленно въ квадратъ и складывая, получим: 

ТУАН, зан, 205 В -Н#. 08° 1. 

Пользуясь формулою (122) и выводя въ правой части только что напи- 

саннаго равенства 7’ за скобки, получимъ: 

7 = 7 (605' а -+ 608° В -+ 05° 1), 

откуда: 6087 а + 08? В 608*1 =1....... . (126) 

Углы, составляемые какою бы 10 ни 

было прямою (фиг. 68) ММ съ осями, 

равны угламъ, составляемымь съ осями 
прямою, проходящею чрезь начало и 
параллельною прямой № №. Формула (126) 
показываеть, слЬдовательно, что сумма 
квадратов» косинусов» узловь, составляе- 

мысь прямою сь осями координать, вседа 

‘равна 1. Формула (126) аналогична из- 

вЪотной тригонометрической формул% 

ЗИ ф -+. 608? ф = 1 и имфеть такое же Фиг, 68. 
важное значене, Величины: с0за, с0з В, 

608 1 называются хосинусами направленя прямой. 

Опредфлеше угла, составляемаго двумя прямыми по даннымъ косинусамъ 
наклонешя этихъ прямыхъ. 

$ 86. Пусть ОМ и ОМ будуть 
ирямыя, Косинусы наклоненя прямой 
ОМ суть: 008 а, соз В, озу. Косинусы 

наклонешя прямой ОМ суть: с08 @', 

с0з В', с0з 1’. Требуется опредфлить 
уголь 6, заключенный между ОМ и 
ОМ (фиг. 69). 

Возьмемь на данныхъ прямыхЪ 

как-либо точки Ри ©. Обозначим 

координаты Р чрезъ (2, 9, 2) и координаты точки © чрезь (2’, у’, 2). 

Фиг. 69. 



Изъ треугольника ОРО выводимъ (квадратъ стороны, лежеацей против» 

угла 6): р = ь : 
Рф = ии — 2" 080, ие... + (121) 

По формул (119) имфемъ: 

Ре’ = (я — п.) + (у— у) +@—2).... - (128) 

КромЪ того мы знаемъ по (122), что: 

РУ. 
а у а | 

зенит ВИА 
г й 

Раскрывъ скобки въ (128) и пользуясь формулами (127) и (129). по- 

лучимъ: 
т" 608 0 — ша’ = уу НН #2", 

откуда, пользуясь (125), получимъ: 

605 0 — с08а . с0з а’ с08В . 608 В' - 6081 . 6031... . (130) 

Итакъ: косинусь увла, составдяемало двумя прямыми, равень сумм произ- 
веденй косинусов наклоненя этижь прямых. 

Если дв прямкя взаимно-перцендикулярны, 10 6080 = 0, потому. что 
въ этомъ случаЪ 0 = 90°. Слфдовательно въ случаЪ взаимной перненди- 

кулярности двухъ прямых: 

воза. сова’ -- оз В . с0з В’ - 60817. 6081" = 0... ., (180 

Уравнение плоскости, проходящей на разстояни р отъ начала, 

$ 87. Найдемь уравнеше плоскости, зная; что перпендикулярь. ону- 
щенный на нее изъ начала, имфеть длину р и косинусы его наклоненя 

суть: 603 @, 605 В, 087 (фиг. 10). Раз- 

смотримъ многоугольникь ОАВт, со- 
ставленный координатами 2, у, # какой 

нибудь точки 22 данной плоскости и ея 
радлусомъ-векторомъ, и приложим къ 
этому многоугольнику сказанное въ конц 
$ 76-го слвдующимь образомъ: проэкцях 

” на р есть само р, но кром того‘она, 

какъ послфдняя сторона многоугольника, 
ОАВт, равна суммЪ проэкщй на р 

остальныхъ сторонъ. 'Сафдовательно: 

Фиг. 70. 5 08 а — 603 В - 2 603 1 = р. . (182) 

Здфсь 2, у, 2 суть координаты любой точки т плоскости. Слфдовательно, 

уравнене (132) есть искомое уравнеше плоскости. Оно похоже на урав- 

нене (20) прямой. 



АТН 

Плоскость и прямая. 

Всякое уравнене 1-го порядка выражаетъ въ пространственныхъ 

координатахъ плоскость. 

$ 88. Докажемъ, что всякое уравнеше 1-го порядка 

Аг Ву О =о...... . (133) 

выражаеть собою плоскость. 

ДЪйствительно, уравнеше (133) можеть быть приведено къ виду (132) 

если раздвлимъ (133) почленно на В и положимъ: 

д—В. 00а; ВЕВ в С= В: Ре .. . 34) 
потому, что тогда получим: 

Вы, — 

или 2. вау. с08 В -+ 2. 08 1 = р. 

ЕК 

Но уравнене (132) выражаетъ собою плоскость; слфдовательно и (133) 
выражаеть плоскость, потому что можеть быть сведено на (132). 

При этомъ изъ формуль (134) и (126) видно, что 

В —=-5 У. 44-80% лида (185) 

ЗдЪсь мы даемъ радикалу такой знакъ, чтобы р, равное по послфдней изъ 

Ан было положительно. формуль (134) Уанев 

Уголъ, составляемый двумя плоскостямм. 

$ 89. Опредфлимъ косинусъ угла @, составляемаго плоскостями: 

Ах В+ 02+ШО=о 

А’г-- Ву- С'е-- ’=о 

Изъ (134) и (135) слфдуетъ, что перпендикуляры, опущенные изъ на- 

чала на плоскости (136), имфютъ косинусы наклонешя, выражаемые фор- 

мулами: 

Е ь Е А 
ИО ай Ид В" 90°’ 

, В ‹ р: 
= ; = 0 - 08а 

ие У? + В+ С* т УАЗ В" 60° ©% 

с . С! + 
Я И = 
Уж 6: Уд вт 0" 

Уголь, составляемый этими перпендикулярами, равенъ углу, составляе- 
мому плоскостями, потому что стороны его перпендикулярны сторонамъ ли- 

Делоне. Высшая математика и механика. 5 

608 = 
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нейнаго угла, которымъ измфряется двугранный уголъ, составляемый пло- 
скостями (136). Но уголъ между периендикулярами имфеть косинусъ, вы- 

ражаемый формулою (130). Вставляя въ (130), вмфсто косинусовъ, ихъ 

выраженя изъ (137), получимъ для искомаго угла @, составляемаго пло- 
скостями (136), формулу: 

АА! - ВВ' + СС' 
603 6 мы — = 

У Аз- В" 0 Уд" Вт С" 
ср: 488) 

Услове перпендикулярности двухъ плоскостей. 

$ 90. Если плоскости (136) взаимно-перпендикулярны, то: @ = 909; 
608 90° = 0, и, слфдовательно въ (138) числитель = 0, то есть: 

д4-- ВВ 6000: а 

Услове параллельности двухъ плоскостей, 

$ 91. Если плоскости (136) взаимно-параллельны, то: соз 9 = со 0°=1, 
и слфдовательно, числитель въ (138) равенъ знаменателю, то есть: 

[А.4'-+- ВВ'-- СС = [АЗ ВЕН 63] [43 -- В + 0", 
Или: 

АА? ВВ? С0°-- ЗААВВ' ЗАА'СС' + 2ВВ'0С' = АЗАВ + 
+ ВВ? -+ 0:08 АВ" 426 -- ВЗАВ-- ВО СА? -- (В, 

или:  (ВС’— СВ + (СА'— 46' + (АВ'— АВ О. 

Но сумма трехъ квадратовъ можеть быть равна нулю только въ томъ 
случа\, если каждый квадратъ равенъ нулю, потому что каждый квадрать 
положителенъ. Итакъ услове параллельности плоскостей (136) будетъ таково: 

ы. ВС' = ОВ’ 

СА' = 4С' 

АВ’ = А'В 

- ох Вата: 
или: А бат О . (140) 

Итакъ: коэффишенты параллельных плос- 
костей пропорцональны между собою. 

Уравнене плоскости, отсфкающей на осяхъ 

отрзки а, 6, с. 

$ 92. Опредфлимъ уравнен плоскости, 
отсфкающей на’ осяхъ отрфзки: а, 6, с (фиг. 71). 

Отрзокъ а на оси х получится, дфлая въ уравнёни 

Фиг. 71. 

Аз-- Ву СЕ Ь=0........- (141) 



ве 

у=0; ==0, причемъ получимь Аа + О = 0, откуда А = 2. 

Точно такъ же получимъ: в=— 2; б=—-. Вставляя эти вели- 

чины, вмфсто А, В и С, вь (141), получимъ искомое уравнеше: 

РЕ ДО ЕВ, Ла - (142) 

сходное съ уравнешемъ (12) прямой. 

Длина перпендикуляра, опущеннаго изъ точки (2’, у’, =’) на плоскость 

2 608 а + у 608 В - 2 6081 = р. 

$ 93. Опредфлимъ длину перпендикуляра, опущеннаго изъ какой-ни- 

будь точки (2’, у’, 2’), которую мы назовемь ©, на плоскость 

2 с08 а + у с0зВ + # 6031 = р. 

Проведемъ (фиг. 72) чрезъ (27, и’, =') 
плоскость, параллельную данной и опу- 
стимъ на обф эти плоскости перпенди- 

куляръ изъ начала. Эти параллельныя 
плоскости отсфкутъ ка немъ часть №№, 
равную искомому перпендикуляру. РО. 

Но ОХ, какъ преэкщя радуса-вектора 
00 на ОХ, равна (см. конець $ 76-го): 

2 608 а + У воз В-Н = 6081 = 0. 
Фит. 72. 

Слфдовательно: 

Ро= МУ=0М—ОМ=ОМ—р=х соза + У сз В + #' 6081 — р. 

Итакъ искомая длина есть: 

2’ 03 а + у’ воз ВН #' 6081 р... .- . . (143) 

Еслибы р было больше ОМ, то есть еслибы точка (2', у’, 2') лежала 

по ту же сторону отъ данной плоскости какъ начало, то искомая длина 
периендикуляра была бы: 

р (2'с08 а Ну сз В - 2' 0081)... ... . (144) 

Длина перпендикуляра, опущеннаго изъ точки (2’, у’, =) на плоскость 
Аз Ву С 0=о0. 

$ 94. Переходя, при помощи формуль (134) и (135) отъ уравнешя’ 

%. 03а у. с03В + 2.5051 = р плоскости къ уравненшю 

Ах + Ву-- 0г- р=о0, 

получимь для длины перпендикуляра, опущеннаго изъ точки (2”, у', 2') 

на плоскость 42 - Ву -+ Сё- р = 0 формулу 

Ах - В+ С! р 

У4-+ В*+0: ° 



а 

Приму». Длина перпендикуляра, опущеннаго изъ точки (2, 5, — 4) 
на плоскость: д + Зу — 22 3 = 0 будеть: 

1.2-3.5-+2.4+3 28 кз 
е = =2У14. Ува ИРАК 

Выражене прямой двумя уравнентями. 

$ 95. Всякая лин!я (см. $ 71) разсматривается какъ пересфчене двухъ 
поверхностей. Прямая разсматривается какъ пересфчене двухъ илоско- 

стей и потому представляется совокупностью двухъ уравнен!й вида: 

Аз + Ву бе +0=0 | 
254792688) 

А’с-- Ву бе Т'=о | 

Исключимъ изъ этихъ уравненй у. Получимъ 

(АВ' — А’'В) 2 - (В'С — ВС) = ВП — ВЬ'=0, 

или: ЕН А (147) 
АВ'— АВ АВ’ — А’'В 

Исключая изъ уравненй (146) перемфнное х, получимъ: 

(АВ' — А'В) у-+ (АС' — 4’) = АБ! — АТФ = 0, 

или: Рак ив (148) У 4-Я" ЗАВ. 
Называя въ (147) и (148) коэффищенты и постоянные чдены малень- 

ими буквами, замфчаемь, что уравнеше (147) и (148), которыми можеть 

быть замфнена совокупность уравненй (146), имють видъ: 

д = ааа’ 

= 

Итакъ прямая линя можеть быть выражена совокупностью уравненй 
вида (149). 

Уравнеше прямыхъ, проходящихъ чрезъ данную точку (27, у', =). 

$ 96. Если прямая, выраженная совокупностью уравненйй (146), про- 

ходить чрезъ данную точку (27, у', =’), то координаты этой точки удовле- 
творяють уравнен!ямъ (146) и потому окажутся вЪрными равенства: 

Ах’ Ву Сб’ + Ф=о 

АЕ ВИ С'Г-- Г'= 0. 

Вычитая, соотвфтственно, эти равенства изъ уравненй (146), получимъ: 

А (2 — 2) + Ву б(2—:)=0 }. ... @50) 

А (2 — 2) + Ви —У) + б@2—#)=0 

Раздфливь каждое изъ этихъ уравненй на (2 — 2') и опредфляя изъ 



260 = 

у 
полученныхь послф такого раздьлешя уравнений величины © == и У, 

получимь: 
2 _ В0'_ ВС 
#—#  АВ—АВ 

уу _ 46—40! 
2—й АВ-_АВ 

ВХ . . 45) 

Положимъ, для краткости: 

В0' — В'С =а; А'С — АС' =6; АВ' — АВ =. 

Тогда можно представить уравнешя (151) въ видь: 

[нах ДВЕ Дан ООН Даши 
ити р ИЛ: © 

пе 

Всякая прямая, проходящая чрезъ точку (2, у', ='), выражается урав- 
нешями (152). Величины а, $, с называются хоэффищшентами наклоненвя 
прямой, выраженной уравнешями (152), 

Напримвръ уравненя: 

выражаютгь собою прямую, проходящую чрезъ точку (3, 1, — 2). 

Уравненйя прямой, проходящей чрезъ точни (2, у’, 2') и (1, у, 2"). 

$ 97. Если прямая, проходя чрезь точку (2, У', 2’), проходить еще 

и чрезъ точку (2', у", 2"), то координаты 2”, у", #’ должны удовлетворять 
уравнешямъ (152), и потому должны оказаться вфрными равенства: 

а Уи о 

а Й УВВ”. 

Для почленно на эти равенства уравнешя (152), получимъ: 

—#' ум в 
яя -У-у т же . (153) 

Итакъ уравнешя прямой, проходящей чрезъ двЪ данныя точки, имъетъ, 

видь (153). 
Напримфръ, уравнешя прямой, пр чрезъь точки: (2, —1, 5) 

и (3, 2, —4), будугы 



заб св 

Эти уравненя не трудно привести къ виду: 

РН А 
9 9 

т р] 

ав 
сходному съ видомъ (149). 

Уравнене прямой, проходящей чрезъ точну (2’, у’, 2") и составляющей 

съ осями углы: а, В, 7. 

$ 98. Вс прямыя, проходяпйя чрезъ точку (2, у’, 2’), отличаются 

между собою только своимъ направяешемь; уравнешя же ихъ имфютъ видъ 

(152) и отличаются одни отъ другихъ только величинами а, 6, с. Поэтому 

полагая въ уравнешяхъ (152): 2" =0, у =0, 2' = 0, получимъ уравненю 

прямой, проведенной чрезъ начало (0, 0, 0) 

параллельно прямой (152). Это уравнене 

прямой, проведенной чрезъ начало будеть; 

И Ум 

ПИ 

Пусть а, В, у суть углы наклонеяне 
прямой (152) и сл№довательно такъ же и 

прямой (154) къ осямъ. Отложимъ на пря- 

мой (154) (фиг. 78) оть начала длину *. 

Фиг. 73. Тогда координаты (2, у, #) конца М этого 

отрфзка будуть удовлетворять равенствамь 

(125); д =. 008%; у=», 008 В; 2 =. 6081. Но точка М лежитъ 
на прямой (154) и потому координаты ея удовлетворяютъ уравненйю (154), 
то есть справедливы равенства: 

в05а _ с08В _ 6081 
= — = —— = . И 5 а $ я. та (155) 

Опредфляя отсюда а, 6, с, получимъ: 

605 & 
ей 

Ге 

ть Г 
х 

= ТТ г: 

Вставляя вмфсто @, 6, с въ (152) ихъ величины изъ (156), получимъ: 

АУМ я 
са — 6058 603 

Это и есть уравнене прямой, проходящей чрезъ точку (2, у’, 2\ и 

составляющей съ осями углы: а, В, 1. 
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Замфтимъ, что изъ равенствъ (156) слфдуеть: 

Е! а а ие ъ ; 

Уно Ие-и-е° Уе--+т” 

И. реа одрИ (158) 
Увжи-а 

Итакъ уравненше (152) представляеть собою прямую, проходящую чрезъ 

точку (2, у’, =) и наклоненную къ осямъ подъ углами а, В, т, опредЪ- 

ляемыми изъ формулъ (158). 

Уголъ, составляемый двумя прямыми. 

$ 99. Если имбемь двф прямыя: 

ЕЗ я Е. 

са — 

2 
03 © 

= у— = 

с0з В" 

то пользуясь формулами (130) заключаемъ, что косинусъ угла @, состав- 

ляемаго этими прямыми, будетъ: 

оз 

6050 — 605 а . соза' + с0зВ . с0зВ' + 6081. 6051"... . (159) 

Подставляя сюда вмфсто косинусовъ ихъ величины, опредфляемыя по 

формуламъ (158), видимъ, что косинусъ угла 6, составляемаго прямыми 

= же 
е: ... . 60) 

2 2- -# я 

будегы и / 
соз 8 А ое Ав 

— Ум-иче уаз? ° 

Поверхности второго порядка. 

Познакомимся теперь съ наиболфе интересными поверхностями, 

Гиперболоидъ вращеня объ одной полости. 

$ 100. Если будемъ вращать (фиг. 74) гиперболу около ея мнимой 
оси 08, то она опишеть поверхность ММУРО, называемую зиперболоидомь 
вращения объ одной полости. На чертежф. для его ясности, эта поверх- 

ность ограничена плоскостями ОМ и РМ, но поверхность эта прости- 
рается въ безконечность какъ и гипербода, вращешемъ которой она была 

‘образована. 
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Выведемъ уравнеше этой поверхности. Для этого разсмотримъ соотно- 
‚ шешя, существующия между координатами точки т гиперболы въ тоть 

моменть (фиг. 75), когда гипербола вышла изъ плоскости (2. #) и нахо- 

дится въ нфкоторой плоскости ОММ. Точка т, принадлежа вращаемой 

Фиг. 74. Фиг, 15. 

около оси #2 типерболв, принадлежитъ очевидно и образованному такимъ 

вращешемъ гиперболоиду. По свойству гиперболы (см. (69): 

ИВ 
& то 

Но ОВ? = 27 у’. Слфдовательно 

у 2 
о - Е 61 г я =1 (162) 

Это и есть искомое уравнеше гиперболоида вращеня объ одной полости, 

происшедшаго отъ вращеня около оси ог такой гиперболы, для которой 

‘ось од есть мнимая ось. 
СЪчеше р9з (фиг. 74) такого гиперболоида плоскостью (2, У) назы- 

вается зорловымь круюмь. Ось 0г называется осью вращеня. 

Прямолинейныя образующЁя гиперболоида вращенйя. 

$ 101. Пересфчемъ гиперболоидъ плоскостью 

ЗЕЕ № аллее. > ЗАВ 

параллельною плоскости (у, 2) и находящеюся на разстояни а отъ на- 
чала. Въ сфчеши получимь фигуру, выражаемую совокупностью уравне- 
н (162) и (163). Подставляя вмЪсто въ (162) его величину а изъ (163), 

получим: 
а? у? 2? 
аи я=Ъ:.:...: . - (164) 

ИЛИ: > * 

А ; . (165) 
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Припоминая формулу «разности квадратовъ», получимъ изъ (165): 

Это уравнеше справедливо или при 

у # 
а % 8 

или при: 
У: те =о. .: 068) 

Итакъ въ сфчени получается или фигура, 
выражаемая совокупностью уравненй (163) и 

(167) или фигура, выражаемая совокупностью 

уравненй (163) и (168). И та, и другая фигуры 

суть прямыя лини потому, что уравнешя (163), 

(167) и (168) всЪ перваго порядка. Эти прямыя 

обозначены на чертеж (фиг. 76) лишями им и 

т’"’. Гиперболоидъ нашъ, какъ тВло вращешя, симметриченъ относительно 
оси 2. Повертывая его около этой оси, мы во всякомъ его положеши 

нашли бы въ сфчеши его плоскостью жия’ия’ пару прямыхъ. Слфдовательно 
весь онъ состоить изъ прямолинейныхь образующихъ (фиг. 78 и 79). 

Модель гиперболоида вращеня объ одной полости. 

$ 102. Для уяснешя вида такого гиперболоида лучше всего пригото- 
вить себф его модель слфдующимъ образомъ. 

Возьмемъ два одинаковыхъ круга, деревянныхъ или металлическихъ, 
и продфлаемъ въ нихъ рядъ отверстй, расположенныхь по окружностямь 
въ одинаковомъ разстояи одно оть другого. Положимъ круги одинъ на 
другой такъ, чтобы отверзтя одного круга приходились надъ отверзИями 

другого, продфнемь сквозь каждую пару отверзтЁй нити, закрёпимь ихъ 
У верхняго круга, а на нижше концы нитей надфнемъ грузы. Раздвинувъ 

круги, увидимъ, что нити расположились по поверхности прямого круглаго 
цилиндра, и если сдфлано было достаточное число отверзй, то форма ци- 

„линдра (фиг. 77) достаточно выяснится. Повернемъ теперь кругь СО въ 
его плоскости на нфкоторый уголь, тогда нити пойдутъ наклонно къ кру- 

_ тамъ и расположатся по поверхности гиперболоида вращешя объ одной 

‘полости (фиг. 78). Поверхность гиперболоида вырисуется тфмъ яснЪе, чфмЪъ, 

большее число нитей имфется въ модели. 

Въ элементарной геометр!и описываются только двф линейчатыя по- 

верхности (образованныя прямыми линями): цилиндръ и конусъ. Разсма- 

триваемый гиперболоидъ, какъ мы видфли. тоже линейчатая поверхность, 
Цилиндръ и конусъ можно согнуть изъ листа бумаги и наоборотъ разо- 

тнуть на плоскость, разрфзавъ предварительно по одной изъ образующихъ. 



Съ типерболоидомь этого нельзя сдфлаль, какъ и съ поверхностью шара. 

Поверхности, образованныя прямыми, называются линейчатыми. Линей- 

чатыя поверхности бывають ташя (какъ цилиндръ и конусъ), которыя 

можно развернуть на плоскость безъ складокъ и разрывовъ; эти поверх- 

ности называются развертывающимися. Линейчатыя поверхности бываютъ 

Фиг, 77. Фиг. 78. 

и тая (какъ гиперболоидъ), которыя нельзя развернуть на, плоскость безъ 

складокъ и разрывовъ. Эти поверхности называются хосыми, 
Кром образующихь семейства ти (фиг. 76) существуеть на гинер- 

болоидь и другое семейство образующихъ т/’я’ (фиг. 76). Оба семейства, 

образующихь изображены на чертеж (фиг. 79). Если кругь СЛ модели 

(фиг. 77) повернемъ въ обратную, противъ прежняго, сторону на тоть же 

уголъ, то получимъ тотъ же гиперболоидъ (фиг. 78), но составленный изъ 

образующихь другого семейства. На (фиг. 79) оба эти семейства обра- 

зующихь видны. 

Гиперболоидъ объ одной полости. 

$ 103. Уравнешемъ 

Г 1 

ан р 
. 

г в о ие) г 

въ которомъ коэффищенты “при 2? и при У? неодинаковы, опредфляется 

поверхность, похожая на гицерболоидъ, опредфляемый уравненемъ (162) 

и отличающаяся только тфмъ, что сфчешя, образуемыя плоскостями, па- 

раллельными плоскости (2, у), въ гиперболоидв (162) суть окружности; 

сЪчешя же поверхности (169) такими плоскостями суть эллиисы. Такая 

поверхность (169) называется зиперболоидомь объ одной полости (безъ при- 

бавлешя слова «вращеня») или 27/ех2-оснымь тинерболоидомь, потому что 

‚онъ отефкаеть на осяхь 2 и у отрзки различной длины, называемые полу- 
осями О.А и ОВ. Тогда какъ въ гиперболоидь вращешя всф оси, лежащя 

въ плоскости горлового круга, одинаковы. 
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Гиперболоидъ вращеня о двухъ полостяхъ. 

$ 104. Если вращать гиперболу 
д 2 я 

около дЬйствительной оси 2, то получимъ 
поверхность (фиг. 80) съ двумя полостями 

АМ и ВМ, простирающимися въ безко- 

нечность. На чертежь онф для ясности огра- 

ничены плоскостями №№ и №№. Уравне- 

н{е такой поверхности, называемой зипер- 

болоидомь вращеная сь двумя полостями, таково: 

М О Е и 180) 

Трехосный гиперболоидъ о двухъ полостяхъ. 

$ 105. Поверхность 
Сы у И Са НЕ ТЕ 

отличается оть (170) тёмъ, что сфчешя ея плоскостями, параллельными 

плоскости (у, 2), не круговыя, а эллиптичесыя. Поверхности (170) и (171) 
не линейчатыя, то есть не могуть быть образованы прямыми (см. по- 
дробные курсы). 

Эллипсоиды вращения. 

$ 106. Оть вращешя эллипса м т =1 около его болыной оси 

получается поверхность (фиг. 81), называемая удлиненнымь эллипсоидомь 
вращеная. 

Оть вращешя того же эллипса около малой оси получается поверх- 

ность, называемая сплюснутым» эллипсоидомь вращеная. 

Не трудно вывести уравнеше эллипсоида вращешя около оси & на- 

примёръ: р 7 
# —# 
=. СН 

Онъ будеть удлинненный, если а > 6 и сплюснутый, если а < 8. 
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Вь эллиисоидЬ вращеня всф сфченя плоскостями, перпендикулярными 
оси вращеня, суть окружности. 

Трехосный эллипсоидъ. 

$ 107, Уравнене: : к \ 
2 ` т. С 

выражаеть поверхность, называемую трехоснымъ эллипсондомъ. Она имфетъ 

чрезвычайно важное значене въ механикЪ и физик\. 

На плоскомъ чертежь она изображается въ томъ же вид (фиг. 81), 
какъ и эллипсоидь вращеня, но отличается оть него тфмъ, что сфчешя 
ея плоскостями, перпендикулярными къ какой бы то ни было изъ осей, 
не круговыя, а эллиитичесыя, Видъ такого трехоснаго эллипсоида изо- 

У 

Фиг. 83, Фиг. 84. Фиг. 85, 

браженъ на фиг. 83 с0 стороны оси у; на фиг. 84 — со стороны оси 2 

и на фиг. 85—60 стороны оси 2, если а >> с. 

Докажемъ, что сфчен!е его плоскостью 2 = т, перпендикулярною оси #2, 
будеть эллипеъ. Подставляя въ (173) т вмфсто 2, получимъ: 

т? у ” 

акт 
ИЛИ а 2 2 з 

у # а — т ЕеЫ".,...... 019 

Дфля всф члены уравненя 174 на 

у: 

ет" 
< а 

Оть перенесешя начала, по оси 2 въ плоскость = измнится только 

координата 2’, но она не входить въ (175), которое поэтому и будеть 

уравнешемъ плоскаго сфченя. Уравнеше (175) представляетъ собою (какъ 
т: 25 Уа — т 

это видно изъ сравнешя его съ (48)) эллипсь съ осями АСЕ 
—т : 

и ВЕН Отношеше этихъ осей равно г каково бы ни было т, 

то есть на какомъ бы разстояи оть начала мы не пересфкали эллип- 
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соидъ плоскостью, перпендикулярною оси 2. Эллипсы, имвюще одинаковое 

отношеше между осями, называются подобными между собою. Совершенно 

къ такимъ же результатамь мы пришли бы, пересфкая эллипсоидъ пло- 

скостями, перпендикулярными къ осямъ уи 2. Только отношешя осей 

были бы тит. 
Итакъ сфчешя трехоснаго эллипсоида плоскостями, перпендикулярными 

его осямъ, суть эллиисы. 
Если а>В> с, то осямь даются тая назвашя: 2а большая ось, 

2 средняя ось, 26 малая ось. 

Параболоидъ вращенйя. 

$ 108, Если вращать параболу топ (фиг. 86) около ея оси, то полу- 
чимъ поверхность, называемую параболои- 
домъ вращешя. Для вывода его уравненя 

замфтимъ, что координаты точки М пара- 

болы ОМ (фиг. 86), лежащей въ плоскости 

ОАМ, будуть ОА и АМ и что, согласно 
(76), уравнеше между ними будетъ таково: ) 

АМ? = эр. ОА. 

Но въ пространственныхъ координатахъ: 
АМ? — у? - 2; ОА = =. Итакъ между 
пространственными координатами точки М Фиг. 86. 
параболоида существуеть уравнеше: 

р С) 

Это и есть уравнеше параболоида вращеня. 

Эллиптическй параболоидъ. 

$ 109. Уравнеше 

нам ........ . (177) 

выражаеть поверхность, называемую эллиптическимь параболондомъ и от- 
личающуюся отъ (176) тмъ, что въ ней сфченя плоскостями, перпенди- 

кулярными оси, не круговыя, а эллинтичесья. 

Гиперболическй параболоидъ. 

$ 110. Разсмотримъ поверхность, выражаемую уравнешемъ 

ЕВ к, СМ ОА 

Чтобы узнать какое сфчеше образуетъ она съ плоскостью (у, 2), положимъ 
4 (Гу 2 у Е] 

178) #=0. П. =0 ; -- 0. въ (178) олучимь 9 о: уу Ни 0 
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Это уравнеше удовлетворяется или при 

у 2 ео аи 9) 
ди при Е 
О норе 80 
Ур Ул а 

'Уравнешя (179) и (180) выражаютъ собою прямыя. Итакъ въ сфчеши 

съ плоскостью (у, 2) получаются двЪ прямыя пий и ии’ (фиг. 87). 

Полагая 2 равнымъ какому нибудь постоянному, напримбръ #=с, по- 

лучимь изъ (178): у? = 2р -н ко уравнене параболы, потому что пре- 

образовашемь 2 = 2, — а Но приведется къ виду у == 2рх. Значить 

сфчешя поверхности (178) плоскостями, параллельными плоскости (2, у), 

суть параболы. 
Полагая 2 = а, получимъ изъ (178): 

Г _ ров 
р 24 

уравнеше типерболы съ полуосями: ИЗар и УЭад. Итакъ, сфчешя по- 
верхности плоскостями = а, параллель- 
ными плоскости (у, #), суть гиперболы, 

напримфръ ААА (фиг. 87). 
Полагая въ (178): у = 0, получимъ: 

== — 245 параболу, обращенную въ сто- 

рону отрицательныхь 2. Таково сфчеше 
поверхности плоскостью (г, 2), обозначен- 

ное на чертеж» буквами АОВ (фиг. 87). 
Изъ всего сказаннаго заключаемъ, 

что поверхность (178) иметь видъ, изоб- 

раженный на чертежь (фиг. 87) вродь 

с}дла; только вс упомянутыя параболи- 

чесвя ея сфчешя распространяются въ безконечность, такъ что и самая 
поверхность распространяется въ безконечность; на чертежь мы ее огра- 
ничили разными плоскостями чтобы выяснить ея видъ.. 

Эта поверхность, имфющая параболиче- 

скя, ‘типерболичесвя и прямолинейныя сЪче- 

я, называется эимерболическимь параболо- 

идомь. 

з 
= ==2а, или; 

Фиг, 87. 

Поверхность прямсго круглаго конуса. 

$ 111. Посмотримъ, какимъ уравнешемъ 
выражается поверхность прямого круглаго ко- 
нуса (извфстнаго изъ элементарной геометр!и), 

ось котораго (фиг. 88) направлена по оси 2. 

Положимъ, что образующая составляеть съ осью уголъ ф. Возьмемъ какую 
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нибудь образующую, не лежашую въ плоскости (2, 2) и на ней точку 2%. 
Опредвливъ зависимость между координатами (2, у. 2) точки эи, очевидно при- 

надлежащей конусу, получимъ его уравнеше. Образующая От составляеть 
съ осью 2 тоже уголъ ф. Изъ треугольника ОАт имфемь Ат = ОЛ . &99. 
Но Ат=Иу? +2; ОА ==. СлЬдовательно Уу? + 2 =#.19$. Воз- 
вышая 06% части этого уравнешя въ квадратъ, получимъ уравнен!е конуса: 

И неа) 

Здфсь &9 ф есть величина, постоянная. 

Конусы 2-го порядка. 

$ 112. Уравнене: 
2 2 
5+ чт? 95 ИИ 7 

выражаеть собою поверхность, отличающуюся отъ круглаго конуса (181) 

твмь, что у нея сфчешя плоскостями, параллельными плоскости (у, &), 
не круговыя, а эллинтическя. 

Вообще, поверхность, образованная такимъ движешемь прямой, при 

которомъ она, проходя постоянно чрезъ одну и ту же точку, опирается 
на какую-нибудь плоскую кривую 2-го порядка эллипеъ, параболу или 

типерболу, называется конусомъ 2-го порядка. 

Если вершина такого конуса удалена въ безконечность, то образующия 

взаимно-параллельны, и получается цилиндръ, который разсматривается 
какъ частный случай конуса. 

Поверхности 2-го порядка. 

$ 113. Въ подробныхъ курсахъ аналитической геометр!и доказывается, 
что уравнене 2-го порядка между координатами пространственными пред- 
ставляеть собою одну изъ слЪдующихъ поверхностей: эллинсоидъ, гипер- 
болоидь объ одной полости, гинерболоидъ о двухъ полостяхъ, эллиитиче- 
сыЙ параболоидъ, гиперболичесый параболоидъ. Эти поверхности назы- 

ваются поверхностями 2-го порядка. При этомъ, какъ частные случаи 
этихъ поверхностей, могутъ получиться: конусъ 2-го порядка, пара плоско- 
стей, прямая, сфера, точка и мнимая поверхность. Напримврь точку можно 
разсматривать какъ эллипсоидъ съ безконечно-малыми осями; прямую — 
какъ безконечно тоны цилиндръ. 

Тамъ же показывается, по какимъ признакамъ узнается, къ какому 
изъ упомянутыхъ видовъ относится поверхность, выражаемая даннымъ 
уравнешемьъ 2-го порядка. Доказывается также, что изъ вофхъ поверхно- 
стей 2-го порядка только: пары плоскостей, конусы, цилиндры, гипербо- 
аоидь объ одной полости и типерболичесый параболоидъ, суть линейчатыя. 

Поверхности вращеня считаются частными случаями трехъ-осныхь по- 
зерхностей. 



Е тЫ 

Коничеся сЪфченйя. 

$ 114. ВеБ кривыя 2-го порядка, и ихъ частные случаи, можно по- 
лучить, пересфкая по различнымъ направлешямь прямой круглый конусъ. 

Докажемъ это. 
Будемъь наклонять конусъ АОВ (фиг. 89) такъ, чтобы его ось ОС 00- 

ставляла, различные углы съ осью 2, оставаясь въ плоскости (2, &) и пе- 
ресФкаль его затвмъ плоскостью ММ, параллельною плоскости (=, у). 

Прежде всего найдемъ уравнене такимъ образомъ расположеннаго ко- 

нуса. Назовемь чрезъь ф уголъ, составляемый его осью съ образующею, 
и чрезь ях уголь наклоненя его 

оси ОС къ оси г. 
Изберемьъ другую систему осей 

Фиг. 89. Фиг. 90, 

координат, въ которой ось 2’ совпадала бы съ осью конуса, ось у’ съ 
осью у и &' была бы перпендикулярна къ осямъ 2’ и у’. Въ такой си- 
стемЪ уравнен!е нашего конуса, согласно съ (181), будеть: 

У". 99. ...... . . 488) 

Но намъ хочется вывести уравнеше конуса въ систем (2, у, 2). Такъ 
какъ ось у въ обЪихъ системахъ одинакова, то формулы преобразовашя 

будуть тв же (92) и (93), что и для плоскихъ координать (2, =), только 

въ нихь надо вмфсто у поставить 2 и замфтить, что переходимь оть (2’, 2') 

къ (5,2) и что поворачиваемь систему (', #') при этомъ на уголь (—а). 
Итакъ формулы преобразовашя будуть: 

2’ = д 603 & + озта | 

2 = — шзта-+ 20а |` 

Вставляя въ (183) вмфсто 2’и 2’ величины, опредфляемыя изъ (184), 
получимъ: 

У? -+ (2 603 а — 2 зта)? — (2 608 а + гэта). 19 $. . . (185) 

Таково уравнене конуса относительно осей (х, у, 2). Пересфчемъ конусъ 
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плоскостью ММ, уравнене которой есть 

О И 

тдВ з разстояне плоскости 2ГМ№ отъ начала. 

Если вставимъ въ (185) вмфсто 2 величину а, то получим: 

у? -+ (а. 05а 2. зта)' = (1.603 а а. та) . 10? $.. . (187) 

Сотласно $ 72-му уравнеше выражаетъ собою въ пространственных 

координатахъ цилиндрь РО (фиг. 89). Оно же выражаеть въ плоскост- 

ныхъ координатах на плоскости (2, у) проэкцио а разсматриваемаго с}- 
чены, которая равна самому сЪчению. Итакъ, уравнеше разсматриваемато 
сЪченя есть (187). Оно 2-го порядка относительно координат (5, у). Зна- 

чить: съчеме крулаю конуса плоскостью есть кривая 9-ю порядка. За- 

миимъ, что, благодаря произвольности угловь фи я и разстояня а, въ 
настоящее разомотрьне входять всевозможных съченя по всевозможным 
направленямь и въ любомъ разстояни отъ вершины всевозможных круг- 
лыхъ конусовъ. 

Теперь можно было бы аналитически (то есть вычислешями) показать, 

въ кавомь случаф получается тоть или другой тишь кривой 2-го порядка. 
Но мы сдЪлаемь это при помощи простыхт, соображенй, зная что кри- 

вая получается 2-го порядка и соображаясь со сказаннымь въ $ 62. 

а) Тин» параболы. Если плоскость параллельна одной изь образую- 

щихь конуса, то она пересЪкаеть на конечномь разстояни только одну 
изъ полостей конуса, сходящихся въ вершин». Но сфчеше при этомъ по- 

лучается распространяющееся въ безконечность. Итакъ кривая получается 

Фиг. 91. Фиг. 93. Фиг. 93. 

съ одною безконечно-распространяющеюся вфтвью. Притомъ, но доказан- 
ному выше, она 2-го порядка. Слфдовательно, это— парабола (фиг. 91). 

Въ частномъ случаЪ, когда разстояне между плоскостью и параллель- 
‘ною ей образующею уменьшено до нуля, получимь пару совнадающиь 
прямыхь, идущих по этой образующей. Мы товоримь ару прямыхъ, по- 

Делоне. —Высшая математика и механика. 6 
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тому что, съ приближешемь плоскости къ образующей, 06% стороны па- 
раболы ОЛ и ОВ (фиг. 92) сближаются и выпрямляются. Это вытекаетъ 
и изъ анализа, такъ какъ парабола у’ — 2рх при р = 0 обращается 

въ у? =0, а ато уравнеше разбивается на два Ну=Он — у= 0. 

6) Типь зиперболы. Какъ только выведемъ сЪкущую плоскость изъ по- 
ложешя, параллельнаго какой бы то ‘ни было образующей, такъ она либо 

Фиг, 94, Фиг. 95. Фиг, 96, 

пересфчеть обЪ полости (фиг. 93), либо только одну, но уже на конеч- 
номь разстоящи (фиг. 94), 

Ву первомь случаЪ (фиг. 98) получимь кривую съ двумя простираю- 

щимися въ безконечность вфугвями, то есть зимерболу. 
Въ частномь случа (фиг. 95), если плоскость проходить чрезь вер- 

шину, получимь мару нереськеющится прямых» тт и пт. 

в) Тимо эллинса. Если плоскость пересфкаеть одну только нолость ко- 
нуса на конечномь разстояни, то получимь замкнутую кривую 2-го по- 
рядка, то есть’ эдлине» (фиг. 94). 

Въ частномь слутаф, если плоскость пернендикулярна оси конуса, по- 
дучимь (какъ изн » элементарной геометри) окружность. 

Если плоскость проходить чрезъ вершину, то получимь въ сфчени 
точку (фиг. 96), которая раасматривается как частный случай окруж- 
ности, именно какъ окружность, радусъ которой равен нулю. Въ этомь 
смыслЪ говорять, напримфрь, что уравнене: 

пу =о 

выражаеть точку. то есть окружность 

ау =, 

в» которой радусъ В = 0. 



Чаеть п. 

Основаня анализа, безконечно-малыхъ. 

ГЛАВА 1. 

Дифференщальное исчиелеше. 

Функщи одного порем%ннато. 

Вступленте. 

$ 115. Ма 
зависимости, 
щемь того, 

матика, занимается, главнйиимь образомь, изсфдованемь 
существующей между различными величинами — изслдова- 

какъ измфняются однф зеличины съ измьнемемь другихь, 
Особенный интересь въ этомь отношени представаяюгь функщи, непре- 
рывио измняюнуяся. при непрерывномь иамфиени независимыхь пере- 
мнныхъ. Тавя фунющи называются непрерывными. 

Безконечно-малою величиною называется перемтинал величина, безнре- 

Оъльно уменьиающаяся и приближающаяся сколь злодно’ близко къ нулю, 

но никода не достизающая нуля. Примромь безконечно-малой величины 
можеть служить разность между периметрами правильныхь многоугольни- 
ков; описанныхь и. вписанныхь въ кругь: ири увеличени числа сторонть 

эта разность безиредфльно приближается 
уь нулю и можеть быть сдфлана, по- у 

мощью выбора достаточно большого чи- 
ола сторонъ, менфе всякой данной ве- 

личины, но, какъ бы много мы ни брали 33 2 АЗ ы 
сторонъ, эта разность никогда не обра- 
тится въ нуль. 

Непрерывною Ффунцею одного пе- 

фемфинаго называется такая его функ- м 
иг. 97. 

ща, которая при безконечно-маломъ ири- 

ращени перемннаго, получаеть то же безконечно-мадое приращеше. При- 
м5ромъ такой функщи можеть служить положительная ордината эллинса 
(фиг. ЭТ), разсматриваемая кахь функщя абециссы. Здфсь при увеличи- 

6 
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вани 2, начиная оть нуля, на безконечно-малыя положительныя прираще- 
ны, которыя мы будемъ обозначать такъ Ах (выговаривается дельта 2). 
ордината сначала получаеть безконечно-малыя положительныя приращен 
Ау, пока возрастаетъ; а затВмъ, когда 2 сдфлается боле чфмъ ОА, орди- 

ната будеть убывать, но всетаки всякому безконечно-малому положитель- 
ному приращению Ах будеть соотвЪтствовать безконечно-малое, хотя те- 

перь уже и отрицательное, приращеше Ау. Вмфсто слова «безконечно- 
малая убавка» мы будемъ всегда употреблять слово безконечно-малое 
отрицательное приращене. 

Уловить смысль непрерывнаго измфнены весьма долго не удавалось 
людямъ. Напримвръ даже опредфлеше кривой, какъ послфдовательнаго ряда 
точекъ, не совсфмъ понятно, такъ какъ въ рядВ точек предполагаются 
промежутки, а въ кривой ихъ н\гь. Можно сказать, что мы переходимь 
отъ одной точки кривой къ сосфдней тбчьь. Но что такое сосфдняя точка? 

Если она отстоить оть первоначальной точки на. 
3 какое-нибудь ралстояще, то является между этими 

точками перерывъ: если же она не находится на 
разстояни оть первоначальной точки, то сливается 
съ нею, и мы по такой логикЪ не выйдемь изъ 
первоначальной точки. Подобныя разсужденя при- 

вели нЪкоторыхъ древнихъ философовь къ отрица- 
о ню движеня. 

фиг. 98. А между тЬуь для понимашя непрерывнаго изм\- 

нены необходимо представить себф характерь за- 
висимости, существующей между безконечно-малымь приращешемъ пере- 
мфннаго и безконечно-малымь приращенемь функщи. Простого взгляда 
на кривую (фиг. 98) достаточно, чтобы предчувствовать, что при одина- 
ковыхЪ безконечно-малыхь приращеняхь Ах абсциссы =, ордината у 
получаеть не одинаковыя приращеня Ау въ точкахь Г и М, такъ какъ 
въ М она круче, «быстре» поднимается, чбмь въ ЛГ. Но какова же связь 

между безконечно-малыми приращеншями функщи и перемфинаго— связь, 

не зная которой, мы не можемь понять самой сущности непрерывнаго 
измфненя? 

ОтвЪгь на этогь вопросъ былъ данъ во второй половин® ХУ’И-то сто- 

ля одновременно Лейбницемъ и Ньютономъ, изобртателями дифферен- 

щальнаго и интегральнаго исчислешя, основная идея которыхъ заклю- 
чается въ томъ, что: 1) Отношеше двухъ безконечно-малыхъ величин 
можеть быть величиною конечною (не безконечно-малою) и 2) При дан- 
ной зависимости между у и х можеть быть опредфленъ самый предфлъ, 

къ которому стремится отношеше ке ‘при приближены безконечно-малаго 

приращешя Ах къ нулю. 

Этоть предфль называется производною отъ у по иксу. Сведеше во- 
проса отъ непонятныхъ безконечно-малыхъ къ понятной, имфющей конеч- 
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ную величину и безъ особаго труда опредфляемой производной и состав- 

ляеть неоцфнимую заслугу Ньютона и Лейбница предъ человфчествомъ. 

Дифферениальное исчислене есть наука, занимающаяся изучещемь 

зроизводныхь и иль вычислещемь. 
Познакомимся прежде всего поближе съ понямемь о производной. 

Производная. 

$ 116. Пусть зависимость, существующая между функщею у и неза- 
висимымъ перемфннымъ =, дана уравненемь: 

и 1: 

тдВ (2) есть какая-нибудь непрерывная функщя оть 2. 

Придадимь иксу безконечно малое приращеше Ах. Тогда и у изм\- 

нится и получить безконечно малое приращене Ду; такъ что получимь: 

уу = (42)... 4.189) 

Отсюда опредфлимъ Ду, получимъ: 

Ву= Л (и - Аа) —у. ен. чем» (190) 

Ветаваяя вмфсто у въ (190) его величину изъ (188), получим: 

ду = (2 -+ А) —1(@®).-...... . (190 

Дфая обЪ части этого равенства на Аз, получимь: 

Ау _ Л (#- 42) —/(4) и Зи: ОО 

Предьть какой-нибудь величины будемь обозначать знакомь т (по 

латыни предфль = тез). Напримфръ предфлъ, къ которому приближается 
Ду отношене д. При приближени Ах къ нулю. будемъ обозначать такъ 

Ит Ау п выговаривать такъ: предЪлъ, при Ал равномъ нулю, оть Ву, 
Дао А? Да 

Производною функши называется предъль отиошенгя безконечно ма- 

даю приращения фиункщи кь безконечно малому приращеню перемпн- 

наю, то есть именно: Ив А. 
№042 

Переходя оть обфихь частей равенства (192) къ ихь предфламъ, 
молучимъ: 

у Асы Ва) Л) = производной оть / (2). 
А=042 до Ах 
Производную оть / (2) по 2 обозначають такъ /,'(2) или просто такь 

(по Ньютону): /' (2). Лейбниць. называя { (2) одною буквою у, согласно 

съ уравненемъ (188) обозначать производную отъ у по 2 такъ: 5. по- 

средствомь маленькихъ буквъ @ (см. $ 125). Обозначають се и такъ у’. 
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Итакъь производная оть / (2) опредваяется слфдующими уравненыруи, 
показывающими "и различный ея обозначены: 

т (2+ 42) —/ (2) _ ау х 
1! (2) т Би Д, (®) . - (193) 

Это основная формула веет анализа: по ней вычисляются, какъ уви- 
димъь ниже, производныя. 

Геометрическое значене производной, 

] $ 117. Въ настоящемь параграф» мы покажемъ, что_ производная 

дрИствительно представляеть собою величину конечную. Разсмотримь для 

этого иЪкоторыя свойства, касательных. Касательная къ окружности опре- 
дрляется въ элементарной геометри какъ прямая, имъющая одну общую 

точну съ окружностью. Такое опредфлеше касательной не ко всЪмъ кри 
вымЪъ придожимо. Напримрь прямая 
АВ на чертежь (фиг. 99) касательна М 

в 

| р 

М. 
т 

Фиг 99. Фиг. 100. 

мь начерченной кривой въ точь 2, но кромЪ этой точки она иметь съ 
кривою еще обийя точки: м, р, 0, $, м. 

Какъ же правильнфе было бы опредфлить. что такое касательная? 
Представимь собЪ кривую Л/М№ (фиг. 100) и на ней точку т. Возьмем 

на кривой другую точку я и станемъ ее приближать къ т, проводя вся 

разъ чрезъ точки жи вс щя. Когда точка № совмадеть съ т, то 
сфкущая обратится въ касательную кривой Л/М№ въ то9кф . Итак: 

касательная есть предьльное положенше 
спкущей при сближени точек» перестченн. 

Тенерь обратимся къ теометрическому 
значению производной (фиг. 101). Возьмем 

на кривой ИМ точку 22, координаты кото- 
рой пусть будуть (2, у). Дадимъ абецисс® 2 

А Ах В приращене Ах равное 4; тогда орди- 

фиг. 101. ната получить приращене Ау равное Ся. 

Обозначая чрезъ а уголь наклонешя сфху- 
ще ‚ти къ оси 2, получимь изъ прямоугольнаго треугольника. зиси: 

Ау = Ах. ша 

или и = д; = 94 ое о 
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Нриближая точку # до совиадешя съ хочкою т, уменьшимь Ах до 

нуля и отношеше м до его предфла. При этомь сфкущая превратится 

въ касательную. Поэтому, обозначая уголь наклонешя касательной къ 
оси 2 чрезъ $, видимъ, что при совпадени точки ® съ точкою т, ра- 
венство (194) обратится въ: 

т, ми = 49 - а (195) 

ЧИ ИНАЯ НЙ а Но, по предыдуще м = и есть производная. СлЬдоватедьно: 

ет ЕАСИ (196) 

Итак: ирюнзводная выражается зеометрически 
таненсомь зрла наклоненя касательной кь оси 2. й 

НесомнЪфнно однако, что на кривой ММ каса- 
тельная въ каждой ея точьф составляеть вполнь 

опредфленный уголь съ осью хи что только въ 

исключительныхь случаяхъ (напримфръ въ точкахь 0 
А и В (фиг. 102)) тангенсъ этого угла 0 или Фиг. 103. 
безконечность; вообще же уф; а слфдовательно 

и /' (2), суть величины конечныя и вполнЪ опредфленныя. 

Примфръ вычисленя производной. 

$ 118. Впослдетви мы подробно займемся вычислешемь производ- 
ныхь оть различныхь функ й; теперь же покажемь на простом при- 
мЪрь, что формула (198) даеть возможность находить проживодитю /' (2). 
по данной { (4). 

Пусть, напримбръ, / (2) = ат, гдЪ а есть постоянная величина. Давая 

приращеше Ах перемфиному 2, получимъ по формул (193): 

1'(®) = Е вы И (197) я : 

Здьсь мы по (193) должны были составить первый членъ числителя 
.: / (+ 42) —/1 (2) ы " 

выражены ^^, “, то есть продфлать надь х-- Ах ту самую 

операцию, которая продфлана въ данной функши надъ иксомъ, именно 

умножеше на а. Потомъ вычесть отсюда самую функцию, то есть ах, по- 

лученную разность раздфлить на Ах, а оть полученнаго частнаго взять 

предфль. Пока въ (197) переходъ къ предфлу только еще обозначенть, 
зрюизведемъь его на дЪаЪ. Получимъ: 

а (2+ А=) —ах _ |. агат аг _ 
Л®= т 

А2=0 
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Послфднее равенство Ит (а) = а вполнЪ очевидно, потому что ка- 

ково бы ни было Ах предьль оть @а всегда есть а; если а постоянная 

величина. 

'Итакъ мы опредфлили производную отъ ах. Оказывается, что’ если у= (2, 
Чу 10 д; = 4. Иначе можно этоть результать написать такт: 

4 (ах) 
ба оне Е =а (198) 

и выговорить такъ: производная отъ ах равна а. 
Производныя конечны, вполнф понятны, даже могуть быть вычисляемы, 

и между тьмъ онф въ самомъ дьлЬ опредфляютъ зависимость между без- 

конечно малыми приращенями функщи и перемЪинаго, именно — самый 

предфль отношеня этихъ безконечно малыхъ величинъ. Не мудрено ожидать 
огь идеи производной большой силы въ изслЬдовани функщй, кривыхъ, 

поверхностей, и такъ далфе. Эта идея производной всюду вносить съ собою 
неность и простоту; а вовсе не сложность и злоухишренность, какую 
предполагають въ дифференщальномь исчислени незнакомые съ нимъ. 

Сложность можеть явиться, и является, впослфдств и оть того, что мате- 

матики, поднявицеся помощью простого понятёг о производной надъ преж- 
нимь горизонтомъ знан! хотрли конечно еще бол\е раздвинуть пред- 
ставившуюся имъ картину, и воть на границахъ новыхъ, подлежащих 
новому изслфдованйю, областей, конечно являются опять сложность и за- 

трудненя. Но отъ нонямя о производной. и при помощи его, мы прой- 

демъ еще очень длинный путь безъ особыхъ затруднен, 

'Увелич! ется или уменьшается функщя начиная отъ даннаго значеня 

перемфнной. 

$ 119. Замфтимъ, что измфнешемъ независимаго перемннаго мы рас- 
поряжаемся по нашему проиаволу, а функшя при отомь измЪняется, 
смотря по тому, какою формулою она связана съ независимымь перемфн- 
нымъ. Мы будемь считать приращены Ал независимаго перемфннаго 

всегда положительными. 
Изъ выражены (193): 

1) = т ЕН 7) хана) 

видно, что если начиная оть даннаго значеня перемфинаго, при даль- 

н\йшемь его увеличени, функщя увеличиваенся, то} (х = А) > / (2) 
и слфдовательно (при принятой положительности А) ироизводная поло- 
жительна. 

Наобороть, если функщя убывасть, то производная отрицательна; 

потому что тогда / (2 - А2) < 1 (+). 
По знаку производной можно, наобороть, уже судить о ходв функщи. 

Если при данномъ значени х, ироизводная положительна, то функшя, 
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начиная оть величины соотвфтствующей этому значеню перемфннаго, 
возрастает». 

Если производная отрицательна, то функшя убываеть. Поднимается 

въ данномъ мфотЬ кривая или опускается, узнаемъ по знаку производ- 
ной при данной величин 2. 

Это видно и изъ геометрическаго значеня производной: изъ того, что 

она равна тангенсу угла наклонены касательной кривой у = (<). ДЬЙ- 

ствительно: въ тьхъ м6стахъ, гдЪ какъ въ точк® 2Г (фиг. 103), ордината 

кривой уменьшается съ увеличешемь 2, 
уголь ф тупой, и 9$, а слфдовательно и Ч 

производная, отрицательны. ГдЪ, какъ въ 
№. ордината увеличивается при увеличе: 
ни =, уголь ф острый, и 9$, а сл\№дова 

тельно и производная, положительны. Если 
бы вычислили по уравненю у=/ (4) данной 

кривой производную /’ (2) и положили бы В 

въ ней х=а=0А (фиг. 103), то вычислен- Фиг. 103. 

ная величина получилась бы отрицательною, 
Положивь же въ /" (2), что 2 =Ь = ОВ, получили бы величину поло- 

жительную. Отрицательность производной при 2 = и положительность ея 
при 2 =6 показали бы, что въ точкЪ 2, соотвфтствующей 2 = а, кри- 

зая понижается. Положительность производной при 2 = показала бы, 

что въ точкЪ №, соотвгствующей 2 =, кривая повып дется, 

Въ ванихъ случаяхь /' (2) = 0. 

$ 120. Если производная равна нулю только при опредфленномь зна- 

чени перемфннаго, то значить касательная къ кривой у= /(2) въ точк\, 
соотвЪтствующей этому значению перемфннаго, 
параллельна оси =. Это можеть быть или въ 
томъ случаЪ, если ближайшя точки кривой им\- 

тот больш ординаты, чфмъ точка А (фиг. 104), 
<оотвфтствующая данному значению перемннаго. 

Тогда товорять, что ордината (функщя) имфеть 

минимальное (наименьшее) значеше при данномъ 
значени перемфинаго. Или же паралаельность Г 
касательной; напримфръ въ В. можеть случиться, фиг. 104. 
когда ордината данной точки больше ординалть 
ближайшихь къ ней точекъ. Тогда говорять, что ордината иметь въ 
этомь мет максимальное (наибольшее) значене. 

Отсюда видно, что производная служить сильнымъ орудемтъ для отыска- 
Ши наибольшихь и наименьшихь величинъ. Впослёдетьи ($ 178) мы 

еъ этимъ весьма важнымь вопросомъ познакомимся ближе. 
"Если производная, при вслкихъ значеныхь <, равна нулю, значить 
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40$ по всей длин® кривой = 0. Значить имфемь дфло уже не съ кривою 

а съ прямою параллельною къ оси 2, въ каждой точь которой касая 
тельная этой прямой (совпадающая съ нею) параллельна оси 2. Сл 

вательно и ‘ордината есть’ величина постоянная. 
Итакъ: если производная при всьль значешять п равна нуяю, то 

функигя равна’ постоянной величинт. 

Производная постоянной величины. 

$ 121. Наоборотъ, довательно: производная постоянной величины 
равна нулю. Это мы выразимь такты 

, ‚ 4 
ло, 

Показавь на нервыхь же порахъ знакомства съ производною мощь 
этого оруди, и прежде чёмъь перейти къ общему сиособу вычисленыг 
производных, познакомимся еше съ нЪкоторыми основными поняями 
дифференщальнаго исчисленя. Прежде всего надо’ подойти в двум 

теоремамь о безконечно малыхъ. 

о, 

Различные порядки безнонечно большихъ величинъ. 

$ 122. Прямолинейный отрзокъь 4 (фиг. 105) содержить въ себЪ 
бедконечно большое число точекъ, По первому, наивному, взгляду ка- 
ется, что же можеть быть больше безконечно большаго числа? Но однако 

мы видимъ, что квадрать АВСЛ содержить 0е3- 

конечно болышое число самыхь отрёаковь АВ 
(прямыхъ). На нему можно ‘помфетить безконечно- 
большое число такихъ. прямых. Сафдовательно ква- 
рать содержить въ себЪ безконечно-болышое число 

онечно-болышихь чисель точекъ. Принято вы- 

Фиг. 105. ражаться проще: число точекъ въ отрьзкЪ равно бей- 
конечности перваго порядка (безконечность перваго 

порядка обозначають такъ со). Число точекъ въ квадратф равно безко- 
нечности 2-го порядка = 00. Не трудно видЬть, что самыхъ то квадра- 
товъ находится безконечное число въ кубЪ (фиг. 105). Говорять: чиело то- 

чекъ въ кубф равно безконечности 3-го порядка. 
Итакъ безконечности-то самыя бывають разныхъ порядковь и безко- 

нечность (т-= Г)-го порядка больше безконечности т-го порядка в без- 
конечное число разъ, то есть: 

Я о И 110) 

Различные порядки безконечно малыхъ величинъ. 

$ 123, Возьмемъ какое-нибудь конечное число, напримбръ 7 и будемъ 
составлять дроби съ числитедемь 7, а знаменатель все будемъ увеличи- 



вать; ‘получимъ тавыг дроби: 

1. т т 78 

83° 9’ 1000 `` 1000000 ̀̀  13000000000 `^° 

ЧИ мтъ болыше знаменатель, тЬуъ меньше дробь. При такомъ увеличени 
знаменателя дробь. съ числителемь 7 совершенно модходить подъ опре- 
дфлене безконечно малой величины. Поэтому безконечно малую величину 

можно представить въ видь =, тдЬ т какая угодно конечная величина, 

или такт ы - $ 
Но мы видфли въ $ 122, что безконечности бываютъ различныхь 

порядковъ. Словатаыю, и безконечно малыя величины , бывают» раз- 
1 1 

личныхЪ порядковъ: =, 23 2 -- вом - 

Основныя теоремы о безконечно малыхъ. 

$ 124. Теорема 1. При’ вычислени предъла отношеня двухь без- 
конечно малыхь величинь а и В, можно замьнить, не вмяя на резуль- 
тать, эти безконечно малыя такими друпими а’ и В’, предъмя отноше- 
ня которыль кь прежнимь равны единиць. 

Надо показать, что, если С. = 1; Ив в =1, 10: В ту т В З 

Доказательство. Сяфдующее тожество очевидно: 
и ‚ 

ое ан 
вв 

откуда: ао НЕ ва ыы 500 
В # а 8 

Но по сдфаанному предположению т =1; т = = 1. Слдова- 

тельно: } 
м а М а 
ит а = Ит 8 

что и требовалось доказать. 
Теорема П. При вычислении имтющей конечный предъль суммы 

безконечно больиипо числа безконечно малыть величинь а, На, -на,-+... 

можно эти безконечно малыя, не вляя на резульпать, замънить такими 
друшми В,, В», В,..., предълы отношенёя которых» къ прежнимь равны 
единицаме. 

Надо показать, что, вели и у = 1; Ши 08 = 1; т = рае 

то Ит (а -на +...) = т (8, +8, +В, +... ), 

если Ит (а, а, +...) конеченъ. 

Доказательство. Если. т = 1; т 2 = 1; т #=1..., то, 
й 

до перехода къ предфлу, отношеня новыхъ безконечно малыхъ къ преж- 



Е: 

нимъ будуть отличаться отъ 1 на безконечно малыя величины 2,; ;; 
того же порядка какъ данныя, то есть будемь имфть: 

в ‚ 
а 

1; ты В 1+4... (203) 

откуда: В —а'-Н ав; В, = а, а;е;; В, =@, На,е,... 

Складывая почленно эти равенства получимъ: 

ВВ... =а а, +... в, нае, нае, -Н...; 

откуда: 

И-Б-Ь-... — (и -а, на, +.. = аа, + ав, ое, +... (204) 

Назовемь чрезь & самую большую по абсолютной величин изъ вели- 

чин ; =:... Очевидно, что: 

8 (а, на, на, -н...) аа, а, аз, --... .. . (205) 

по абсолютной величин и слфдовательно, при существовани равен- 
ства (204): 

т (В, -НВ,-НВь-+...) — Ит(а,-на,-на,-+...) < Нтё (а, на, -на,-+...) 

по абсолютной величин%. 
Но, по сдфланному вт, теоремЪ предположению: {т (а, на, + а...) 

величина конечная; произведене же этой конечной величины на безко- 

нечно малую 8 въ предфлЬ равно нулю. Слфдовательно: 

т (В -НВ,-Н...)— т (а, на, но, +...) = 

или Ит (3, В.Н -Н.. = (а, На, а, -+.. 

06 эти теоремы могуть быть выражены одною такою: иребьъль отно- 

шеня Ит ® двуть безконечно малыть величин или предъль @т (а, -на,--...) 

суммы безконечно малых» величинь не измъняется оть замъны этихь без- 
конечно малыль величинь друнми, отличающимися от» ниль на безко- 
нечно малую величину высшаю порядка, потому что напримфрь услоше 

т и — 1 равносильно условЕ С = 1-е, тд в, есть безконечно ма- 

дая величина того же порядка какъ я и а’. Но послфднее услове равно- 
сильно «= а'в,, итакъ а отличается оть а’ на величину 2-го по- 
рядка малости а'=,. 

Иначе, и въ наиболфе удобной дая приложенй формЪ, это можно вы- 

разить такими ‘правилами: 
Правило 1-е. Коюа ищем» предъьл» отношенёя двух» величине, пред- 

ставляющихь собою суммы безконечно малыть различныть порядковь, то 

можно, безь малтёнией потрилиности, оставлять вь этить суммахь тодько 

безконечно малыя величины наименьшело порядка. 
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Напримфръ, будуть соверщенно вЪрными слфдующея равенства: 

Здфсь въ числитель пренебрегаемь безконечно малою величиною 2-го 

порядка передь безконечно малою 1-го порядка, а въ знаменатель — без- 

конечно малою величиною 3-го поря, передь безконечно малою 1-го 
порядка. Такое, точно выраженное правиломъ 1-мъ, пренебрежене нЪко- 

торыми величинами не дьлаеть вычислешя лишь приблизительнымъ. Вы- 
числене остается совершенно точнымъ, потому что тамя упрощешя осно- 
заны на строго доказазанныхъ теоремахь Ги Ц. 

Правило 2-е. Когда ищемь предьль суммы безконечно малыхъ, то 
можемъ, безь малЫйшей погрЬшности, оставить въ сумм только безко- 

нечно малыя наименьшаго порядка. 

Дифференщалъ. 
$ 125. Раасмотримъ опять уравнеше 

‚  У(ж-н 42) — Х(х) .. ду (2) — ыы 2 = : га = ей ах Ге т 

опредфляющее производн; Только по взяти предфла, то есть при дове- 

деши Аж до нуля, дробь (+ = обращается точно въ {' (2). Но 

до взямя предфла, эта дробь отличается оть /’ (2) на нЪкоторую безко- 
нечно малую величину, которую мы назовемъ чрезъ е, такъ что до вая- 

ты пред\ла: 

Лав 

откуда: Ау= /' (<). 5 -8.&...... . (006) 

Итакъ безконечно малое приращеше Ау фуньщши состоить изъ двухь 

величинъ: /' (2). Ах, которая называется дифференциалом» функщи и 
величины =. Ах, которая, какъ произведене безконечно малыхъ вели- 

ЧИНЪ зи Ах, есть безконечно малая 2-го порядка сравнительно съ без- 
конечно малою перваго порядка /’ (2). Ах. Этою величиною =. А можно, 
безъ погршности, согласно со сказаннымъ въ $ 123, пренебрегать при 

вычислени предфловь отношенй или суммъ. Дифференщаль функцуи, 

равный /' (2). Аж, обозначается знакомъ @, поставленнымь передъ функ- 
щею такъ: 

Л®.“=4/®....... . . (207) 

Дифференщаль независимаго перемфннаго равенъ Ах. ДЪйствительно. 

если функшя равна самому независимому перемфнному. то производная 

будеть 
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.® — 9% — 

и уравнене (207) обратится въ 

Ах = ах. 

Велфдетве этого для всякой функщи уравнене (207) можно пред- 

ставить тавъ: 
1'(®) . 42 

Если у = /(4), то получимъ: 

РР 

ау 
откуда =, а на 

ао 08) 

Формула (210) показываеть, что производная есть отношене дифферен- 

‘Щала функщи къ дифференщалу перемфннаго. 

Какъь только научимся находить производныя, такъ найдемь и диффе- 

реншалы функщи. Потому что по (209) стоить только помножить про- 
изводную па 4х, чтобы получить дифференщаль функщи. Независимымь 

перемЪинымь мы распоряжаемся сами, а потому придаемъ ему постоянно 
одинаковыя приращены, и потому 42 есть величина постоянная, если 2 
есть независимое перемфиное. 

Займемся теперь вычисленемъ производныхъ. Дифференцировать функ- 

ипо- значить найти ея производную. 

Простыя фуннщи. 

$ 126. Простыми функщями независимаго перемфинаго 2 называются 

так его функщи, которыя происходять огь одного. какого-нибудь ДМ 

стНя надъ 2. Таковы: 
фунющи алгебраическия: 

функщя сложеня съ постоянным количе 

функщя умножения на постоянное количество: ат 
степень съ постояннымь показателемь: =" 

Вычитане, дфлеше, извлечене корня ь дЬйетыы обратныя сложе- 

но, умножению и возведено въ степень, и могуть ‘быть приведены 

мь этимъ прямымъь дЪйсмямь такимъ образомь а-&=а-+ (— 2); 
1 

2 АИ. 
а ==. 4; У2= ‚ вакъ это извфстно изъ элементарной алгебры. 

ЗатЪуь идуть функщи, называемыя эранскендентными, а именно: 

показательная функщя: а”, 
логарифмъ: 1х, 

тригонометричесыя: зе, созх, 9х, 

и круговыя: аси, атссоз 2, атс 2. 

Существують еще высшйя трансцендентныя функщи: эллиптичесяя 

ультраэллиитичесяя и ироч., но о нихъ мы не будемъ говорить. 
Из» простыхъ функщй составляется безграничное число сложныхь 
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функций. Напримфръ, изъ корня, суммы и и синуса можно составить функ- 

аЦию: Иа т 2; функщя: 92. у 4зт составлена изъ тангенса, 
произведеня, корня, логариема и синуса, и такъ далфе. Впослфдетви мы 
увидимъ, что, умбя дифференцировать простыя функщи, или, лучше ска- 
зать, зная наизусть производныя простыхъ функшй. не трудно диффе- 

ренцировать и сложныя функщи. Итакъ, прежде всего. найдемъ производ- 
ныя простыхь функций. Мы будемъ писать результаты въ видЪ диффе- 

ренщаловъ, по который8 легко найти простымъ дфлешемь на 42 про- 
изводныя (см. (209)). 

Производная отъ (м-н 2). 

$ 127, Пусть / (2) = у=а-+ 2. По (193) имфемь: 

7 — ; Ах ===). @- ва Дела Л) ант в =) ве 

А—0 Ах А—0 Аз 

ЕЯ 
Дао А 

Этоть результать можно написать иначе та = мы =1 

и отсюда по (209) получить дифференщаль данной функщи 

а) =@....... + (2) 

Производная отъ (ин и-ш-н...). 

$ 128. Этоть результатъ есть частный случай дифференцирован болфе 
общей функщи сложешя: пусть м, ®, ш... суть вавя-нибудь функц 

оть 2; найдемь производную огь (и-не-нш-+...). $ 
По (193); обозначая приращешя слагаемыхъ чрезь Аи, Аг, Аю.... 

имфемъ: 
Г(а-А®)—У(2) _ " (2) =" Е /'(®) ны т 

т У АЫ о ьмеАиь.. .) — ш-нозны...) 

Аш 

Ах 

еь: ЗО АН...) 4 40 сы, : производная суммы равна ах — жж" а ей Иов 
суммь производныхь. Помножая на 4х. по (200) подучими: 

4 (и-но-нию-+... )=а4и-н 45 -наш-+... ... . (213) 

дифференаль суммы равен» суммь дшфференигаловь. 

Формула (211) выводится какъ частный случай формулы: (312) сл\- 



дующимъ образом: 
4 (а- 2) =94-+42...... 5-5 3 (213) 

Но по (199) производная отъ постоянной равна нулю: 44 = 0. Сл\- 

довательно и 4а=0. Слфдовательно (218) обращается въ 4 (а 2) = 9х, 

что и выражено формулою 211. 
Запомнимь кстати вытекающее изъ (199) правило: дифуферениаль 

постоянназю равен» нулю: ;’ 
ОО нь 2 БВ (214) 

Производная отъ ах. 

$ 129. Чтобы найти ны зоспользуемся опять формулою (193), 

помня, что въ данномъ случаЪ У (2) = аж. Получимь: 

ЕАО), ни ЕРЕОЯ 8 '(2) = т = 
т А=—=0 Ат А==0 Аз 

Ит ев ит и т а=и. Итакь Яя 
2—0 Аз до 8 — де0 ; 4 

или: 9 (9) =... -.. 

Значить: ностоянный множитель выходить за знакь днфференщала. 

Производная отъ иг. 

$ 130, Продифференцируемь болфе общее произведеше м. ю, тд и 
и г судь двЪ как-нибудь функщи оть 2. По (193) имфемь: 

ды Л(е-н Аж) 1) _ Бо (м-Н Аи) (6-Н Ар) — м 
Ит = 

А==0 Аз А=—0 Аз 
5 м. о-ны. Ао-но. Аи-- Ан До—ц. о 

= м" —— — 
А=—0 Ах 

и. Дони. Аи-- Ан. Аь ить 
А=—0 Ах 

ПослфдыйЙ членъ Ам. Аи числителя здЪеь 2-го порядка, тогда какь 

друмМе два члена числителя 1-го порядка безконечно малыя поэтому, по 

сказанному въ 5 123, членомь Ам. Ао можно, безъь мал ией погр№ш- 

ности, пренебречь; получимъ: 

а (и. к) _ т ом а ща Чи, 
2 ма ы)= аа" "аг 

Отсюда: 4(и. ) =и. 4-е. аи 

Отсюда: 4 (иою) = ирае -- ш.@ (но) = ига +- чедр + зледи. 
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Производная степени. 

$ 131. Продифференцируемь / (2) = 2". По (193) имфемъ: 

‚ Гана — Га. (ЕН 42)" — =" = шт Е, 
Л дэ=0 Аз д—0 Аа 

Разлагая зд№сь (2-+ 42)" по биному Ньютона, извфотному изъ элемен- 

тарной алгебры, | 

ет". 
(2) = йт 3 - 
в А—0 

а ИИ 

т (т) (т_2) 

ть "— о о — =" 

Здесь первый и послфднй члены числителя взаимно уничтожаются. Дфля 

каждый изъ остальныхь членовь на Ах, вмфсто указаннаго дфленя всей 

суммы на Дж, получимъ: 

т (т—1) (т—2) и шт. (Аа 
1.2 1.2.3 

а) = ат [—— + 
Аа=0 

Здесь всф члены, стоянйе въ скобкахъ, кромВ первахго, завлючають мно- 

житель Ах въ различныхь степеняхь, и слфдовательно они суть вели- 
чины безконечно малыя, а потому по $ 124-му можно [этими членами пре- 

небречь въ сравнени съ конечной величины членомъ тх”-'. Получим: 

у а (=") Нав 9—1) — ть ем й 1’ (®) К (тад”-т) = тж Итакъ В тах", 

отвуда: Е И сч ь на (217) 

НапримБръ: 4 (2°) = 52‘ 45 и са\довательно: ыы — 54“; выговари- 

вается это такъ: производная оть х° равна 5“. 

8 138, При дифференцироваши тригонометрическихь функц в =, 

608, 49 понадобится знаШе предфла, оть == при 2=0. Хотя онъ 

дается въ руководствахъ по тригонометрии, о мы здфеь его выведемъ. 

Не трудно видЪть, что: 

тв < Ша. 
(гкуда: 

1 1 1 

зтх^ х7 4х 

Помножая на 52, получимъ: 

тд зто эта 

эт г) 9х’ 
Делоне. Высшая математика и механика. т 



ТР -2., Е, (218) 

Когда 2 приближается къ нулю, т0 602 приближается къ 1, и по- 

тому становятся болфе тфеными границы 1 и 6082, между которыми 

въ (218) заключена величина, и При 2 = 0 получимъ слфдовательно: 

аи. аи ВУ 
20 2 $} 

Производная отъ 5% 2. 

$ 133. Продифференцируемь теперь / (2) = зт 2. По (198) имфемь: 

Ла) —7@) _ „там-то 

А — до А } 
"(2 т /@® ом 

По формул синуса суммы получимъ: 

5х. 608 Ад + 608.3 Ах— Ъ Е : ' (2) — ит 312.003 А-- 008. ы . гот "= г ие 
При 42 =0 мы знаемъ, что с08 А = 08 0 = 1. Поэтому: 

у @) фт ЕО лаги вт са. А. 

Ае=0 Да—0 

Но по (219) А 
3145 
Ит =1. 

де=0 А 
Сл\Ъдовательно: 

/' (2) = йт в08& = 008%. 
Ае=0 

Итакь: 
4 (зт 2) 

45 —= 605 5. 

Откуда: 
4 (812) = 0052. 48. ее + + (220) 

Производная отъ соз =. 

$ 134. Продифференцируемь / (2) = 605 2. По (193) имфемть: 

1 + 4) — 1 (®) _ с0з (2 -+ 2) — си 
Г’ @&) = т Ит 

в ны д==0 А 
вт 2 созАх — зто зтАх — 652 

Аа—=0 Ах 

Е | ата = и. 
Да=0 Ав А—0 Ах 

= т (та = — эта. 
А«—0 
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Отсюда: 
а (603 2) Ю 
к и 

или: 
@ 0085 = —3т=.42...... 4. (221) 

$ 135. Проди уемъ. дробь *, числитель и знаменатель кото- 

рой суть кабя-нибудь функщи отъ 2. По (193) имфемъ: 

иАм и 

о ©. м -оАм — им 
т Ах = (Но. 45) Ах 

м „4 
о АА бе Ма а "а. 
ино #1. = А—0 Са Га 

Помножая на 42 получимъ 

а С Я . 222) 

Производная отъ #02. 

$ 136. Формула (222), сама по себф очень полезная, поможеть намъ 
вывести производную оть #92 по производнымь оть хи 6082, кото- 
рыя выведены были въ $ 133 и 134. Имфемъ: 

зт 

а (==): 
далфе по (222) получимъ: 

а ее созх.@зтх—зтх4 с05% _ совх 602.42 -- вт? 2 4% 
с08 д 608 & 6092 

(с05°д-- эт? =) 2 _ @# 
609 х 608 

Итакъ; 

аи: = 9 ое се. СЕРОВА 

Отсюда, по (209) получимъ: 

992) _ 1. 

а — 60575 

Производная отъ аусзея х. 

$ 137. Дуга у, синусъ которой равенъ 2, обозначается такъ: аисуйьх, 
Зытоваривается такъ: аркусг-синусь х. Поэтому атсзтх есть функщя 

эбратная синусу, такъ что если 2 = зу, то у = аист х. 
т 

. 
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Продифференцируемь атсзтх. Имфемъ: 

` У = 476882; . еее (224) 

отсюда: 
ео ОН (225) 

Дифференцируя 06% части этого равенства и пользуясь формулою (220), 

имфемъ: 
4х = 03 у ау. 

Отсюда 
ах 

ау = ау . 

Замфняя здфсь с08у его величиною, выводимою изъ (225), именно; 

608 у = У! у = УГ”, получим: 

4 (атозт =) = — > .з.- 1 (288 

Производная отЪ 47сс05 х. 

$ 138. Функцщы обратная косинусу называется аркусе-косинуеь и 0б0- 
:значается такъ: 4сс08 т. Продифференцируемь ее. Если у = а7ссоз т, то 

Е ААА СА . (227) 

Дифференцируя 0бЪ части этого равенства и пользуясь формулою (221), 

имфемт: 
4х = — эту ау. 

Отсюда: 
ах 

ау = — а 

Но, соглаено съ (227), имфемь: эту = Ут — оу = ут. 
Итакъ: г т 

4 (атссоз 2) = —— 
= УЕ 

Производная отъ асё х. 

$ 139. Функщя обратная тангенсу называется аркусэ-танаенсь и 060- 
значается такъ: ас т. Продифференцируемъ ее. . 

У = 479 х, 

И Е р ЗА 

о 
605° у 

Отсюда: 
Чу = с0з?у . 4 

Но 
1 $ 

60$ у =— = 
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Итак: 

а (атс 2) = 5 

Дифференцироване сложныхъ фуннщй. 

$ 140. Изъ простыхъ функщй мы не дифференцировали только 4" и 192 
(кромв высшихь трансцендентных). Но дифференцироваше а” и 192 

требуеть подготовительныхь соображенй, и потому мы отложимьъ пока 
ихъ дифференцироваше до 5 148-го, а теперь займемся дифференциро- 

зашемъ сложныхь функщй. Зная дифференщалы простыхъ функщй, весьма 

легко дифференцировать и сложныя: вычислене ведется постененно такт, 
какъ это всего лучше уясняется на слфдующихь примфрахъ. 

Примтрь 1-ый. Продифференцировать 3? х. Значить дано у = 3? 2. 

Принимаемъ здфсь сперва за независимое перемфнное весь эйеж. Ви- 

димъ, что онъ возведенъ въ третью степень. Поэтому прилагаемъ формулу 

(217) дифференщала степени: 45” = та”-1 4х. Получимъ: 

4у = 4 (т 2) = 3. зййх. ата. 

Здвсь нужно еще взять @ 5 2 — дифференщаль синуса. Дфлая это по 
формуль (220), получим: 

Чу = 3. 51? . 0082 . 4х. 

Задача ршена. Если хотимъ получить производную, то остается только 
раздлить на 4, какъ это слфдуеть изъ сопоставленя формулъ (209) и 

(210), при чемъ получимъ: 

ау _ 4(5т?=2) _ 
== = Зах . 608 #. 

4х 45 

Примюрь 2-ой. у = т (2*). Принимаемъ здфсь сперва за независи- 
мое перемфнное 2?. Видимъ, что отъ него берется синусъ. Поэтому при- 

лагаемъ формулу (220) дифференщала синуса; @ (т 2) = с08 2 4х. По- 
лучимъ: 

у = аз (27°) = с0$ (2?) 42. 

ЗдЪеь осталось еще взять дифференщаяъь 427. Беремъ его по формул\ (217) 
и получаемь: 

ау = аз (27) = 003 (27). 22. 42. 

Примтрь 3-й. у = (2? -- 2*)>. Принимаемъ здфсь сперва за незави- 
симое перемфиное всю стоящую въ скобкахъ величину 2? + х?. Видимъ, 

что она возведена въ 5-ую степень. Поэтому прилагаемъ формулу (217) 

дифференщала степени. Получимъ: 

ау = 5 (2? + 23)* а (2? + =). 

Здесь еще осталось взять 4 (2? + =*). Прилагая формулу (212), получимъ: 

4у =5 (2? -+ 2*)* (42? + 42"). 

„ 
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ЗдЪеь еще осталось взять 42? и 447. Сдьлавъ это опять по формул% (217), 
получимъ: 

ду =5 (2? -+ 2*)* (2х ах + За? 42). 

Вынося 4х за скобку, получимъ: 

ау = 5 (2? + 2°)* (2 -- 327) . ах. 

Вообще 4 всегда долженъ оказаться въ вид множителя. 

Дифференцироваше сложныхъ функц производится послфдовательнымь, 
примфнешемъ формулъ дифференщаловъ простыхъ функц до тёхь поръ, 
пока знакъ 4 не окажется стоящимь только надъ 2. Прослвдимъ ходъ 

дЪйств въ настоящемь примёрф на слфдующемъ рядЪ равенствъ: 

4у = 4 (2? 2) — 5 (2? + 2*)*.а (2 -н 2?) =5 (22 -- 2')* (45? 42) = 

=Б (2? + 4) (2х аж -+ 32? 42) = 5 (2-4 2?) (22 -- 322) ах. 

Вь результатв подъ знакомъ 4 остался только х. 

При небольшомь навыкЪ посафдый  результать, безъ затрудненшя, 

можно написать прямо по задано 4 (2? - 27), продфлавъ промежуточ- , 

ныя вычислешя въ умЪ. 

Примтрь 4-ый. у = аа. Дана дробь, поэтому дифференцируемъ ея 

по формул (222), полагая м = 2 + а; = 2! - 6. Получимъ: 

_ иди и4ь _ (21 5). а (2 -на) — (2 + а).а (2 - 5). 

4у Г (о 

Остается взять еще въ числитель 4 (2*-+ а) и 4 (х' -+ 5). Дфлаемъ это 
по формул (212). Получимъ: 

а — 9. Ч 44) — (2+ а). (аи - 4), 
р (ть 

ЗдЪсь беремь 42° и 427 по формулЪ (217), дифференщалы же 4а и 4 
по (214) равны нулю. Итакъ: 

а — (27+ В) (327 42) — (2? + а) (12° 42) ; 

р (27-5) 

Выводя, наконець, 42 за скобки, получимъ: 

(2-5) 32? — (45° + а) 12° г 32? (27-5) — 726 (23 -- а) в. 

(2 АГ 4 

Прежде чфмъ идти далфе, совфтуемь продфлать послфдовательно за- 
дачи: 87— 109, изъ числа приложенныхь въ концф нашей книги. 

'Дифференцироваше радикаловъ. 

$ 141. Пока еще не пробртенъ навыкъ, удобнфе дифференцировать 
радикалы (напримфрь У=), преобразуя ихъ предварительно въ дробныя 

ау 

ч + д 
% 
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степени по извфстной, изъ элементарной алгебры, формул: 

и... (231) 

Примърь 1-мй. у = Ух. По (231) получимь: у = 59 По формул 

(217) получимъ: 
ры Фе 

ата я ах. 

Но по извфстной формулВ алгебры 2—" = = . СлАдовательно: @ =“. 
ы 

Переходя опять оть дробной степени къ радикалу, получимъ: 4у= и е 
2Ух 

Примтрь 2-ой. у = У =*. Надфемся, что теперь будегь понятно уже 
и безъ объясненй. 

) 
Фе) = Я аресиВ 52 = а 4х = Е. Уз ах. 

Примпрь 8-й. у = Узт =. 

} в ть 49—42) — 1 та) анг — Тот) сна ди-- 08248, 
2 2 2 Узт в 

Поняте о рядахъ. 

$ 148. Безконечнымь рядомъ называется сумма безконечнаго числа, 

членовъ, составленныхь по какому-нибудь опредфленному закону. Сумму 
п членовь мы будемъ обозначать такъ 5». Положимъ, что имфемъ слЪ- 

дующий рядъ, состоящй изъ  членовъ: 

бы м, Нм, Ни м -+... м... . . (282) 

Если, съ возрасташемьъ числа членовъ я, рядъ (232) приближается 

у какому-нибудь опредфленному предфлу, то онъ называется сходящимся, 
Напримфръ, извфотная изъ алгебры безконечно-убывающая геометрическая 
прогресейя 

а ад - 44° 5 а +... = ——..... (233) 

есть рядъ Чеись, потому что, при безконечномъ числв членовъ, этоть 

рядъ равенъ го чмь большее число а мы возьмемъ, тЬмъ 

ближе ихъ сумма подойдеть къ этому предфлу г. 

Сумму п членовъ мы условились изображать чрезъ 5„. Будемъ` изобра- 
жать чрезъ 5 (безъ значка) сумму безконечнаго числа членовъ. Разность 

5 5, называется остатком» или остаточнымь членомь ряда и изобра- 

жается чрезъ В». Остатки будуть различные, смотря по тому, на какомъ 

член мы обрываемъ рядъ. Значекъ » въ обозначени Ё„ показываеть, 

что мы оборвали рядъ на я-омъ член (что мы ограничиваемся раземо- 

трышемъ суммы я первыхъ членовъ,). 

# 
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Если, съ увеличешемъ » до безконечности, рядъ 8, не приближается 
ни къ какому опредфленному предфлу, то такой рядъ называется рас2о- 
дящимся.. 

Признаки сходимости рядовъ. 

$ 143. Чрезвычайно важно бываетъ знать, сходящйся ли данный рядъ 
или нЪть. Для этого сравниваютъ данный рядъ съ какимъ-нибудь другимъ, 

въ сходимости котораго увфрены, и если члены даннаго ряда не превы- 
шають членовъ того, сходимость котораго уже раныпе была доказана, то 
заключаютъ, что и данный рядъ сходящйся. Очень удобно, напримфръ, 

сравнивать данный рядъ съ безконечно-убывающею геометрическою про- 

грессею, которая, какъ извфетно, имфеть опредфленную сумму т Ни 

тому представляеть собою рядъ сходяпийся. Докажемъ Е. 
Теорема. Рядь, вс члены котораю положительны, оказывается схо- 

дящимся 6% томь случа, если, начиная сь какою-нибудь чдена, отно- 

щене всяколо посльдующею члена къ предыдущему а менте какой- 
нибудь правильной дроби К. “ 

Доказательство. Пусть это услоше выполняется, начиная съ чле- 

на О,„. Возьмемь какое-нибудь число т, болышее чЪмъ п. Согласно пред- 

положению будемъ имфть: и <Е + < К... Откуда: 

р х ЕО 

а слЬдовательно и подавно: 
бын <. 

Складывая эти неравенства, получимъ: 

(Ора-н бы Оъа-н ...-Н Оыр) < @-+й--Р-М-+...-РО,.. 

Но сумма прогресси & + # + -...-+ #"”, число членовъ кото- 
ШАР 

рой р, равна, какъ извфстно изъ элементарной алгебры: я те Ся- 
довательно, изъ (234) получаемъ: 

—: $ № 
лен -- ные -- Пицазн -.. + ыы < р - И. - - (235) 

По предположеню <\1, какъ правильная дробь. Слдовательно, ве- 
ШРН 

личина, Е конечная, какъ бы ни было велико р. Величина 0’, мо- 

жетгь быть сдфлана менЪе всякой данной величины, если возьмемъ доста- 

(234) 
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точно большое жи, потому что, согласно предположению, („< "-"[/„, такъ 
вакъ было условлено, что отношеше слфдующаго члена къ предыдущему 
<Ь а такихь отношешй существуеть между членами (7, и О всего 
т — п. Если-же О, <” 0, то всегда можно взять такое большое я, 

что (т — п)-ая степень оть правильной дроби  будеть достаточно мала 

для того, чтобы величина #”-" 0, сдфлалась менфе всякой данной вели- 

чины. Итакъ, неравенство (235) показываеть, что остатокъ 

В. = Оыа - Ор- ... -Н Оыь 

можеть быть сдфланъ, выборомъ достаточно большаго т, менфе всякой дан- 

ной величины, какъ бы велико ни было р. Сяфдовательно, при высказанных 

въ теорем усломяхъ, рядь оказывается сходящимся. Теорема, доказана. 

Напротивъ того, если т 1, то рядъ окажется расходящимся, но- 

‘тому что тогда члены, начиная съ (/,, будуть возрастать. 

Прим $ ръ. 
$ 144. Ряды: 

22 
а па 5. 

<сходящИся, потому что: 

бы = ( а” ): ( ы Е 
и С Ав (НЫ ] Аа, пт ° 

но (®-+1) все увеличивается и, начиная съ нфкотораго я, величина т. 

сдфлается менфе правильной дроби №. Сафдовательно, по теоремЪ $ 143-го, 

рядъ (236) сходящйся. 

Число се. 

$ 146. Если въ рядЬ (236) сдфлаемь д = 1, то получимь рядъ: 

1 1 1 ь 

РИТА АРТИ ЗА ЧыО ЗСД: 
Это рядъ сходяшйся, потому что представляетьъ собою частный случай 

ряда (236). Предьль, котораго онъ достигаеть при безконечномъ числь 
‘членовъ, представляетъ собою несоизмфримое число, называемое буквою е 

и играющее въ анализЪ весьма важную роль (это есть основаше Нене- 

ровекихъ логариемовъ). Число е, какъ не трудно видфть, больше чёмъ 2 
и меньше чфмъ три. ДЪйствительно оно больше чфмъ 2, потому что, 

для его составлевя, нужно, по формулЪ (237), къ 2 прибавить еще без- 

конечное число членовъ. Что оно меньше трехъ можно видфть изъ сравне- 

я ряда (237) съ рядомъ: 

1 1 1 1 
и а, 
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Рядъ (238) есть ВНЕ теометрическая прогресая, 

сумма которой равна т = + з += 1. Поэтому: 
1—= 

1 1 
Яуыыугат+- + -ж-... =3,. . (239) 

а шо (237): 

Е ВАМИ ВЕНЕ и аи 
1.2 1.2.3 : Я: ВЕ 

Какъ видно изъ сравнешя (239) съ (240), члены ряда (240) соотвфит- 
ственно менфе членовъ ряда (239). Слфдовательно, е < 3. 

$ 146, Теорема. Число е есть предьль величины (1 — = при 

возрастании т до безконечности. Е 

Доказательство. Разложимъ (1 -— 1) по биному Ньютона. По- 

лучимъ: 

-... 
т(т— 1)...(т—в-) 1 

3...” т" 

=.... . : (24) 

12 
=’. 

обратится въ рядъ (237), равный е. Итакъ: 

Пт (. — 1) ВЕН, ;. . (242) 
т тео 

При т = со дроби обратятся въ нули, и рядъ (241) 

Числовая величина ге. 

$ 147. Подобно тому какъ Архимедово число т можно вычислить только 
приблизительно, точно такъ же и е можно вычислить только приблизи- 

тельно. Вычисляется оно помощью ряда (240), ограничиваясь какимъ-ни- 
будь конечнымъ числомъ его членовъ. Чтобы знать, какую ошибку мы при 
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этомъ дБлаемъ, разсмотримъ остатокъ В, ряда (240). Имфемъ: 

1 1 
ооо со 

Очевидно, что: 
1 1 1 1 
Е ++.) 

Но стоящая въ с величина есть геометрическая прогресоя 
сумма которой по правиламъ элементарной алгебры 

1 1 

СС УИ 

Итакъ: 

Значить, если ограничимся, напримфръ, только четырьмя членами ряда 
(240), то сдфлаемъ ошибку 

1 1 

сни 
меньшую чЪмъ з: 

1 1 
При 5 членахь ошибка будехь меньше уз тб `Ъ, "0 есть меньше 

60° Значить рядъ (240) быстро сходяпийся. Такимъ образомъ, если вы- 

числимъ е съ ошибкою меньшею, чЪмъ 0,0000001, то найдемъ: 

е = 2,1182818.. ее ньнь (243) 

Производная отъ логариема. 

$ 148. Найдемъ производную отъ 19,2, взятаго при основаши, рав- 
номъ а. Имфемъ: у=100,х. Это значить (см. элементарную алгебру), что 
= @. Имемь: у -- Ау = 19, (2 -+ Ах), откуда: 

Ау = 4, а в щ, (2) а (. и . 

Полагая = = т, получимь: 

ду 1 Ах т № 

маша + =) м. (1+ 1) 

При уменьшени Ая до нуля, т = Е возрастаеть до безконечности. 
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Но, по (242), йт (1 += е. Слфдовательно, равенство (244) даеть: 
ко 

Е Е 
де=0А2  & откуда, 

Е 109„е 
аж — 99% 

а (09.2) = 1 АЕ (245) 

сли же логариомъ брался бы въ такой систем}, въ которой основа- 
шемъ было бы не а, но е, то 109,е =1 и (245) обратилось бы въ: 

ат 
419 # = вЫ реЫ (246) 

Несравненно большая простота формулы (246) сравнительно съ фор- 
мулою (245) заставляеть предпочесть въ анализ употреблеше Неперов- 

скихъ логариемовъ, имфющихъ основан е. Переходъ же оть логариомовъ, 
взятыхъ при основан 10, къ Неперовскимь дфлается по извфетнымь изъ 

алгебры формуламъ: 

1090 2 = Ша . 096, 

ТДЬ 109ое = 0,4342945. 
Ненеровск!е логариемы будемъ обозначать двумя только буквами 19. 

Производная отъ а”. 

$ 149. Продифференцируемь показательную функцю а”. Дано у= а”; 
логариеомируя, получимъ: 19 = < да. Дифференцируя 0бЪ части этого 

‘равенства и пользуясь формулою (246), получимъ: 

ау 
и = 10а. ах, 

откуда: ау =у. а. ах. 

Подставляя вмфсто у его величину 4”, получим: 

ду = 4 (а") = а". 494.45. ...... - (247) 

По этой формул получимъ: 

а =еа,.....:.н.. (48) 

Дфля на 4х, получимъ, какъ извфстно по (209) и (210), производную: 

8. Ч ЯЗЬ, (249) 

Это замфчательное свойство функши е”, что ея производная равна, 

ей же самой. 
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Употреблене логариемированя при дифференцировани нЪкоторыхъ функщй. 

$ 150. Весьма часто бываеть удобнфе сначала прологариемировать 
данную функцию, а потомъ уже дифференцировать. Напримфръ, пусть намъ 

дано у = 2”. Она и не показательная и не степень съ постояннымь по- 
казателемь. Но намъь нечего и входить въ разборъ того, каковы ея от- 

лия отъ этихъ функщ, а мы просто беремъ логариомы оть обфихъ ча- 
стей равенства у = 2”. Получимъ: ду = 2192. Дифференцируя здЪсь 

обЪ части равенства, и пользуясь формулами (216) и (246), получимъ: 

драк. диз бы ч-Луа) ак, 
у Г 

откуда: 4у = у(1- 192) 4 = а” (1 192 4х. 

Частныя производныя функщи многихъ перемфнныхъ. 

$ 151. Если функщя зависить отъ нфеколькихь независимыхъ пере- 

мЪнныхъ, наприм®ръ 7 (2, у, 2), то можно измфнять въ ней одно какое- 

нибудь перемфнное, не измЪняя остальныхъ. Производная, взятая от та- 

кой функщи по одному изъ перемфиныхь въ предположеши, что друмя 

перемнныя не измфняются, называется частною производною. НапримЪръ, 
оть / (2, у, =) можно взять частную производную по 2, предполагая, что 
у и 2 остаются постоянными, Эта частная производная обозначается такт 

САН 2) или такъ /.' (2, у, 2). Оть той же / (2, у, 2) можно взять част- 

ную производную по у въ предположени, что только у измфняется, а 2 

и 2 остаются постоянными; эта производная обозначается так, ты 

или такъ Г, (2, у, 2). Въ такомъ же смыслВ можно взять частную произ- 

водную по #, обозначаемую такъ 90 или такъ /., (х, у, 2). При 0бо- 

значени частныхъ производных, пользуются не прямыми @, а круглыми 9, 

для указашя на то, что стоящая въ числителяхь частныхь производных 
величина 0Х (2, у, 2) не одна и та же, такъ какъ и самое дифференци- 

энахте въ 9/2) в. рованйе производится при разныхь предположешяхь: въ 5,” одно 2 

предполагается измЪняющимся, въ ты одно у измфняется, и такъ 

далфе. 
Примту» 1-ый. ОпредЪдимъ частныя производныя отъ / (2, у, =) = 227. 

Полагая у и 2 постоянными, получим: 

аа 
д №. 

Полагая 2 и 2 постоянными, получимъ: 

А = 2’. 
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Полагая 2 и у постоянными, получимъ: 

Примпрь 9-ой. Опредфлить частныя производныя отъ 

Лау д=я. уча 

ду КО ЧЕЕА ВАА 
95 — #5; 99 у’ 08 >. 

Зам чан! е: ЗдЪсь уже нельзя разсматривать частную производную 
какъ отношене одного и того же 0/ къ до, къ ду и къ дл, потому что 
въ каждой частной производной д/ берется при особыхт, предположешяхть 
© постоянности остальныхь перемфнныхъ. 

Полный дифференщалъ. 

$ 158. Посмотримь теперь, каково будеть приращене функщи, если 

вс перемфнныя будуть измфняться—если всф онф получать приращеше. 

Для простоты разсмотримъ функцию 2 оть двухъ перемфнныхь хи у, такъ 

что: 2==/ (х, у). Если 2 получить приращене Ах, а у — приращеше Ау, 

то 2 получить приращеше Аз: 

Де = (р-н Ах, у-+ у) —Л(%у...... (250) 

Вычтемь и приложимь сюда / (2 - Ах, у). Получимъ: 

Аг — / (2 Аз, у Ау) —/(@- А, у) + Л(@е- 4, у) — (2)... (251) 
ЗдЪеь разность / (2 -— Аж, у-н Ау) — /(2- Ах, у) можно разсма- 

триваль какъ приращеше, полученное функщею при постоянномъ значе- 
ни икса; 2 -н Ах и при измфнен!и одного игрека. Примфняя къ этому 

приращенцю формулу (207) и пользуясь поняемь о частной производной 

Л, (#1 у), получимь: 

(а--Ах, уу) —/(@- а, )=У,(е- А, у). 4. . . (252) 

Точно такъ же: 

Л (@-+ Аз, у) — Л (а, у) =/. (@, у). 42. .... (253) 
Складывая почленно (252) и (258) и сравнивая эту сумму съ (251), 

получимъ: 

Получимъ: 

Аг =], (2 + Ах, у) ау]. (, у) 4х... .. . (254) 

Но 7, (2 -- Ах, у) отличается оть /,' (2, у) на безконечно-малую ве- 
личину и слфдовательно, /у' (2 -- Ах, у) 4у отличается оть Х,' (2, у) ау 

на безконечно-малую величину 2-го порядка, которою можно пренебречь 
при сложени съ безконечно-малою {.' (2, у). 4х 1-го порядка. Поэтому 

въ (254) можно вмЪото Х,' (2 = Ах, у) 4у поставить {,' (2, у) ау. Тогда 

получимъ: 
Аг =, (@, \) ду Лу: ....- (255) 
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Эту величину называють полнымъ дифференщаломъ функщй / (2, у); 
обозначають ее такъ: 42 или а (2, у). Производная, полученная оть 

такого дифференцированя / (2, у) по 2, при которомъ у принимается за 

постоянное, обозначается круглыми 9 такъ > — /, (2, у). Производная, 

полученная отъ { (2, У) при дифференцировани ея по у принимая 2 за 

постоянное обозначается, такъ у, = ==/, (2, у). Эти производныя называются: 

ы — частная производная оть 2 по х 

Е — частная производная оть 2 по у 

Вводя эти обозначеня въ (255), получимъ; 

02 92 
= — а о 25 4: тт РО (256) 

Прими. Найти полный дифференщаль отъ а?у = 2. Вычисляемь: 

0 
= 22у; 9: — 2; 42 = 22 4 + а*ау. 

0х ду 

Въ подробныхъ курсахъ доказывается, что для № = Х (2, у, д, и... ®) 
полный дифференщаль разенъ: 

в — рн у де аи +.. в /. @51) 
95 ду 

Производныя сложныхъ функщи. 

$ 153. Если м, ® суть функщи икса, и изь нихъ еще составлено 
1 (и, в) = у, то по (256); 

ду = Уи Ча 
ы 0и В 

ее’ а у а а и 9 ау _ 0/ 4и 4 4 ду и у. 4 о 

4% — ди а" 05 ` ат бы ат * 0 `` ` 068) 
Примърь: уУ=и о. и. 

Вычисляемъ: р 

И] Е р 
а 

Сафдовательно: 

о аш 254 
а 4 ах а: 

Производныя неявныхь фуннщй. 
ау 

$ 154. Бываеть иногда нужно вычислить „„ при томъ, что у не вы- 
раженъ чрезъ 2, но дано уравненю 



о а 

которое мы не хотимъ, или не умфемъ, рышить относительно у. Можно, 

и не опредфляя изъ него у, вычислить =. А именно, по (256) имфемъ: 

Иер, 
откуда: 

4 
ау 05 д Е 68 

ду 
Въ этомъ случаЪ говорятъ, что у есть неявная функщя икса. 

Примпрь: Опредфлить 2. если дано: 2 — зу =0. Мы не умфемъ 

ТЬшить это уравнеше, но вычисливъ: 

ЧУ о В Е. 52“; ду— — Зз#у с0з у, 

по формул (261) пишемъ: 

А 
4х ЗзтЭу созу 

Если имфемъ { (2, у, м, ©), тдЬ х, у независимыя перем®нныя, и, у 

ихъ функц, то по (258) получим: 

а} (г, у, и, ®) 97 ах 9; ау 9} аи ры ор 4 

4х — 0х а * ду а "бы 0 * 6 ат 
4 _. 4 _ 

Но Бао ды == 0. 

Поэтому: 

4} (т, у, и, в) и 9/ аи 07 4 

— а к ди ат 46 аз 
— цолная производная оть { (2, У, и, ©) по 2 получается, слфдовательно 

дифференцируя ее по 2, по сколько онъ явно въ нее входить, диффе- 
ренцируя ее затфмъ по 2 принимая въ разсчеть зависимости функшй 

и и от 5, и складывая результаты. 

М: 

Примпрь: 

ы [| (2) Е: *] 
4х 

4 1 9 ото. 
ЗАВсь 9% +=) 255 ов $ 2’ ь 

8. (2 ] 

ов У — ря 
$ (2) 

Р- ЧРИ“ УГ. За 



ТУТо ИР 

В бо 

= 

Производныя высшихъ порядковъ. 

$ 155. Первую производную можно опять дифференцировать. Полу- 
чимъ производную оть производной, называемую оторою производною, 

и такъ далфе. Приняты для высшихъ производныхъ тая обозначеня: 

5 41 (2) ‚ Чу _ = У а У’ @) ар = Первая производная. 

и: ау! (г) и у 
у ЕТ. 1" (@®) = дз = вторая производная. 

„ — _@И" (2) ы 4 
у г =/" (2) = и третья производная. 

1) (г 
5® = ав #) — 7 =“ — я-ая производная. 

ЧУ 3. ЧУ. ЧУ. У == 32; а2 = 6% аз 6; 3 0. 

Примтрь 2-й. у = д”. 

аи _ 1. Фу = ФУ : ТЕ Да == 986 1) =" $ а т (т—1) (т 2) ="... 

ыы ыы = тЫ П (т— 2)... (тв д" .. . (268) 

4 
Въ случаЪ функши многихъ перемфиныхъ можно такую функишо диф- 

ференцировать сначала по х, потомъ по у. 
Если & = (х, у), то можно вычислить 

9: 9 

,(*+) ь () 
7 бу “ и ЗВ 

(=) 95} _ 9(22.3т у) _. 
МА = 24 608 

Делоне.—Высшая математика и механика. 8 
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Эта независимость второй производной отъ порядка дифференцировашя 
всегда существуеть и доказывается въ подробныхъ курсахъ для всякихт 

функщй. Поэтому принято такимъ производнымь давать общее обозна- 

чен!е — . Такъ что: 

92 0= 

0х ду 92 а (264) 
ду 0х 90%.0у ду. 0 

Дифференщалы отъ функшй многихъ перемфнныхь тоже можно опять 

дифференцировать. Такъ если данъ: 

4% ди 
он 

то, ав его, И 

р. 
а ат и (аз + ы аг ау то ‚(64 дроу 42 

ди 0% 
а 2 я агау ду А (265) 

Весьма похоже на а’ 2а6 + В. Дифференцируя още разъ, полу- 

чили бы величину сходную съ (@-- 5)". Вообще, если “= (2, у, 2), то 

г 2% в 68) ау ау — Е а: 

Здфсь п поставленъ во второй части въ скобки, потому что, прод- 

завъ вычислене по биному Ньютона, надо въ правой части вездф зам- 

нить (0ы)" чрезъ д"и, такъ что въ формул (266) величина ® не есть 

показатель. 

мы 198 
= [№ ах 

Замфна одного независимаго перемфннаго другимъ. 

$ 156. Когда мы принимаемь за независимое перемфнное вмфсто и 
какое-нибудь другое м, то уже разсматриваемъ 4м какъ постоянное, а 42 
дьлается перембннымъ. При 42 постоянномъ, 422 = 0; при 44 постоян- 

номъ 4*м = 0. 

Итакъ, для замфны независимаго перемннаго другимъ, нужно только 

помнить, что @2 дфлается а когда 2 перестаеть быть неза- 

висимымъ и потому дифференцировать 9 приходится по (222) какъ дробь, 

въ которой и числитель и знаменатель Е (зависимыя). Слфдо- 

вательно, чтобы, зная первую производную 4 получить изъ нея вторую 

при новомъ независимомъ перемфнномъ и, нужно взять дифференщалт 

оть уд БаКЪ отЪ дроби и полученный результать раздфлить на 42. Вто- 
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рая производная получится слфдовательно въ видф: 

Будемъ отличать дифференщалы, взятые въ предположенщи, что не- 

зависимымъ остается 2, значками, такъ: 4,?у. Дифференщалы же, взятые 

въ предположенш, что за независимое перемфнное принято (7, будемъ 

обозначать по прежнему. (Примемъ только на время такое обозначен!е). 

Вторая производная (267) замфняеть я СлЪдовательно: 

ау мт @2 - @у — ау. @ 
тт замфняется выражещемь ое С и (268) 

Умноживъ на 42°, получимъ: 

42 . Фу — ау ат РН алу = еее. (269) 

Примтуь. Пусть, напримфръ, въ выражени: 

| *(®)] 
А: зе .. (210 а (210) 
аа 

Нужно замфнить прямоугольныя координаты 2х, у полярными », ф, свя- 

занными съ прежними перемфнными равенствами 2 = 05$; у=х 5$. 
(Именно такое преобразоваше формулы (270) намъ потомъ понадобится). 
Прямо подставить, вмфето 2, у, ихъ выражешя въ (270) мы не имемъ 

права, потому что замфняется независимое перемфнное. Необходимо сначала, 

замфнить въ (270) вторую производную ыы ея выражешемь по формул 

(267). Получимъ: 

--( [ный 
_ ау = ау дут аг. буду. Фа 
аа 4:3. @т 

1 

Теперь изъ данныхь соотношенй: 2 =. с08ф, у=х.зтф вы- 

числяемъ (не столь важно продфлать эти вычислешя самому, какъ понять 

смысль перехода оть 2, у къ », $): 

4х = 003 ф. 47 — тзтф. 4$; ду=зтф. а’ г. с08ф.а$ 

4х = созф.@" — 2зтф. а". @р — гов 49° + (212) 

4?у = зтф. @ "т -+ 2008$. а". аф — хзтф. 43" _ 
8* 
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Вставляя эти величины въ (271), получимъ: 

о } Г [рт } 

[- (= край "= 
ау тар? -= 24 @р — та". @ф а» 4 ` 
ат 7-2 Е ГЕ 

Опять повторяемъ, что продфлывать всЪ вычислешя въ этомъ при- 

мёрЪ было бы слишкомъ долго, но главное надо понять слёдующее, 

Въ параграф 192-мь мы увидимъ, что формула (270) имфеть весьма 

важно геометрическое значеше. Эта формула выводится сравнительно 
просто въ координатахъ (2, У), является необходимость получить ее и 
въ полярныхъ координатахъ (и, $), при чемъ, не смотря на довольно длин- 
ное вычислене для подстановки въ (270) дифференщаловь (272), всетаки 

этоть путь много удобнфе непосредственнаго вывода формулы въ поляр- 
ныхьъ координатахь. Воть именно въ, такихъ-то случаяхъ и необходима 
формула (267). 

Собственно механизмь деффренщальнаго исчисленя, въ предфлахъ 

наших цфалей, уже достаточно выясненъ. Рекомендуемъ продфлать задачи. 
Намъ предстоить теперь ознакомиться съ приложешемь дифферен- 

щальнаго исчислешя къ теор!и рядовъ, изслдованию функщ и геометрии; 

тутъ-то и обнаружится вся снла этого метода. 

Аналитичесвкя приложен1я дифференщальнаго 

исчислен1я. 

1) Ряды. 

Рядъ Тайлора для цфлой ращональной алгебраической функции, 

$ 157. Познакомимся съ однимъ рядомъ, имфющимъ первостепенное 
значеше въ математик и являющимся орудемь изслфдованя другихъ, 
рядовъ, функц, тлавнфйшимь орумемь приближенныхь вычисленй и 

краеугольным камнемъ теорйи функшИ. Это такъ называемый рядъ Тайлора. 

Возьмемъ сначала алгебраическую ращональную цфлую функцию 2-го 

порядка самаго общаго вида: 

7@) = д Да - А А... 

- Аа - 4..2 А, я Ау... - (213) 

и посмотримъ, во что обратится эта функшя, если мы дадимъ иксу ^о- 
нечное приращеше №. Другими словами по данной формул (273) функ- 

щи У (2), опредлимь У (2 -+ 1). 
Вотавляя въ (273), вместо 2, величину х -- й, получим: 

/ (2 = А, (&-®)"-НА, (2-®)"—-- А, (2-й) А, (2)... 

Аа --А._, (@&--В А, . ... (214) 
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Разложимъ теперь, находяшцяся въ правой части, степени двучлена 

(2 + №) по биному Ньютона. Получимъ: 

т (т—1) 

1.2 
о в В+ =. м... 

т (т—1) 
Я пееетае-] 

аи т нс 

о „№... 

2 а" (тр х. "Ш 
1.2 

.. (215) 

ние 

м... 

УВ 3) и о - 

5-Я. [2 2. №1] 

4, _, [2-1] 

=4» 
Отбирая первые члены этихтъ строкъ, получимъ, какъ видимъ, самую / (2): 

Ара" - А, 2-1 А, 2+... 4, 

-- 4._, 2+ 4, _,2- А, = (2). 

Отбирая въ (275) члены, имфюпе множители й, получимъ: 

№ [Ао та" д, (т—1) 2—2 + 4, (тЩ—2) <" +... 

А, _,.3.2-4,._,.22-4,._,] =М'@). 

Если бы мы взяли отъ (273) производную, то получили бы эту самую 

строку. Мы и написали, что она = /' (2). 

Отбирая члены, содержапйе одинаковыя степени й, получимъ слф- 

дующя строки, которыя окажутся равными тёмъ величинамъ, которым 
они и показаны приравненными: 

з 
а [Ао т (т — 1) 27-8 + 4, (т — 1) (и—2) 2—8 +...+24,_] 

в 

Ев 7 
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: :- Е [Аст (и— 1) (т—2) ="? + А, (т— 1) (т—2) (т—3) ="—*-Н ...] 

зи 
=1.23/"® 

то т —..3.2-1.2-+-(—0 (#—2)...3.2.1.А] = 
ти 

=г2..®0/"°® 

ВЫ 1) (#—2)...3.2.1 = 

И 
Итакъ: 

ео -ь. ло" 

л"® +... +1 м 79... . 79) те № 

1.2.3 

Воть какое замфчательное соотношеше существуеть между / (2 +) 
и производными отъ / (2) въ томъ случаЪ, если /(2) есть алгебраиче- 

ская, ращональная, цфлая функщя вида (273). Вопросъ о томъ, во что 
обратится Х (2), если 2 получить приращеше й, разрьшается формулою 

(276) для функщй вида (273). Этоть рядъ (276) и есть рядъ Тайлора 

для алгобраическихь, ращюнальныхъ, цфлыхъь функщй. Ниже увидимъ, 

что онъ примфнимь, съ нёкоторыми измфненями, и къ трансцендентнымь 

функщямь; главная разница окажется въ томъ, что для алгебраической 

функщи вида (273) этоть рядъ имфеть конечное число членовъ, именно 

(т-- 1), для трансцендентныхь же функщй онъ имфеть безконечно боль- 

шое число членовъ. 

Рядъ Тайлора для накой-либо / (=). 
$ 158. Лемма: (вспомогательная теорема). Если непрерывная функ- 

шя } (2) обращается въ нуль при г =а и при 2 = и производная }' (2) 
непрерывна при измънени икса въ предълаль оть а 90 Ъ, то эта про- 
‘изводная обращается в нуль по крайней мъръь при одномь изь значений 

икса, заключающихся между а и 5. 

Доказательство. Если бы /' (2) не обращалась въ нуль ни при ка- 
комъ значени 2, лежащемь между а и В (то есть большемъ одного изъ 

нихъ и меньшимь другого), то /' (2) оставалась бы или положительною 
или отрицательною при измфнени икса оть а до 6. Но тогда / (2), при 

измвнени 2 оть а до 6, или все время возрастала бы (см. $ 119) или бы 
все время уменьшалась; тогда она не могла бы быть равною нулю 

при обоихъ предфлахь: при 2 =а и при х=6, такъ какъ, возрастая 
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оть нуля, она не могла бы опять дойти до нуля и, уменьшаясь оть нуля, 
не могла бы опять дойти до нуля. Лемма доказана. 

Теометрическое значене этой леммы таково: 
если кривая у =/ (2) пересфкаетъ ось абециссъ 
при 2 =а и при #=6, то при какомъ-нибудь 

промежуточномъь значени х (фиг. 106) каса- 

тельная должна сдфлаться параллельною оси абс- 

цисеъ. ъ 

Разсмотримь рр формулу: Фиг. 106. 

лее. ло Я 
въ которой Х и 2 суть какя-нибудь два числа. Постараемся наити такую 
величину В, которая дфлала бы эту формулу вфрною. Замфнимь число & 
перемнною величиною = и перенесемь всЪ члены равенства (277) въ 

одну сторону. Получимъ: 

И ин 

2 у СЕ ©. (218) 

„1"@®-...-8В. . (211) 

Вуфсто того, чтобы искать В, дБлающее равенство (277) вфрнымъ, 

будемьъ искать величину Р, удовлетворяющую этому условшю и находя- 

щуюся съ В въ такомъ соотношени 

(Х—з 

С АН 

Подставляя въ (278) вмфсто Е его величину изъ (279), замтимь, 

что лЬвая часть равенства (278) обратится въ: 

(Х— ®-®—Х—д.Г 3 {"@) 

Х— г)" О, 
Если равенство (277) было бы и то величина (280) обратилась бы 

въ нуль при #=. Она кромф того, очевидно обращается въ нуль 

при г = Х. Поэтому, согласно леммф, доказанной въ начал настоящаго 
параграфа, производная по 2 отъ величины (280) должна обратиться въ 

нуль при какомъ-нибудь значени =, заключащемся между числами # и Х. 

Возьмемъ производную отъ (280). Получимъ: 

—Го—х—эР®-+л (2) 

= (х—/"@... и р 
"р. 

ЕР 

2 219080 
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Здфеь, какъ мы видимъ, всЪ члены попарно уничтожаются кромф 

двухъ послфднихъ. Итакъ производная отъ (280) по = будеть: 

[9-е 
а 

Величина 2, при которой эта производная обращается, по леммЪ, 

въ нуль, какъ заключающаяся между 2 и Х, можеть быть представлена 

въ вид: 
т -- дробная часть оть (Х — =) ..... .- (282) 

Называя чрезъ 0 дробь менышую единицы (ближе мы не хотимъ опре- 

ДВлять значене 0) можно представить величину (282) такъ: 

2+0 (Х-а..... и: 

По лемм слфдуеть, что существуеть такое значеше дроби 0, при ко- 
торомъ, полагая 2 = 2-6 (Х — 2) въ производной (281), обратимъ 

эту производную въ нуль. Но производная эта равна, по выносф общаго 

множителя и о за скобки, величинЪ: 

СЕ Ре ]..... ... (284) 

которая обращается въ нуль, или при 2 = Х или при 

Р= у (@) ен... + (285) 

Но величина (283), обращающая въ нуль производную (284). должна, 

по леммЪ, заключаться въ промежуткЪ между Х и 2, а не быть равною Х. 

Слфдовательно, должно удовлетворяться (285) при г равномъ величин$ (283). 

Итакъ: 
Р= + [#-- 8 (Х—2)]. 

Подставляя эту величину вместо Р въ (279) получимъ: 

ин 
т Пе (2) [2 -- (Х—=)] .... (286) 

Подставляя эту величину ® въ (277) и полагая Х--#==1, получимъ: 

ле =Л (а) +" @) т 1" ® - га ®+ 2. 

в" Те ил 
'(") 

И рес ЕЕ 
кь е-® (авт) 

Если остатокъ этого ряда (послфднйЙ членъ): 

ыы == — < Го) (#-- + ых (2 В ан 7 (2 -- %) ь (288) 

обращается въ нуль, при возрасташи ® до безконечности, то рядъ (287) 



Тре 

421 -— 

сходянийся и формула (287) вБрна при безконечно большомъ числ чале- 

новъ ряда. 
Рядъ (287) и есть рядъ Тайлора, годный не только для алгебраиче- 

ской, но и для трансцендентныхь функщй, лишь бы онф не претеривали 

перерыва. Остаточный членъ въ видЪ (288) былъ опредфленъ Лагранжемъ. 

Рядъ Манкъ-Лорена. 

$ 159. Вставляя въ рядъ (287) Тайлора 2 вмфсто В, о вмфето 2, по- 
лучимь рядъ Макъ-Лорена: 

2 
Г (2) = (0) + 27! (0) 57" @ +... 5/98 

1 1 

5 (в) сне (289) 

Этимъ рядомъ удобнфе всего пользоваться при разложеши функщи 

въ ряды. Для этого опредфляемъ посяфдовательно /" (4), Г" (2), /"' (2)..., 

потомъ полагаемь въ нихь х=0 и получимъ такимъ образомъ / (0), 

Л’ (©), /" (6)... Вставаяя затВмь эти величины въ (289),. получимъ раз- 
ложеше данной функши въ рядъ, расположенный по восходящимъ степе- 

нямъ икса, 
Разложеше фунищи г". 

$ 160. Разложимъ е” въ такой рядъ. По (249) вычисляемь: 

У =: =... 

Полагая въ нихъ х = 0 находимь: 

АИ (0) =; У"... 

Вставляя въ (289) получимъ: 

гл 

Е 
Этоть рядъ мы уже встрётили въ (236). 

2 
а ИЕ 

Разложеше 32% . 

$ 161. Для зтх вычисляемъ: 

у @ =: ава У ®Ф=о0 

Л ®= св8щ Г = 

"@=—т%5 ["9=о 

Д" (®) = — ©0зх; {" (0) = -—1 

1" @®= зт5 /"@Ф=и. 
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Вставляя въ (289), получимъ: 
з 

та = сы Е ы ЗИ ТВ ПИБ Рая СТО 
ан 

= 3 7 тако“ ®...... . (291) 

Разложение с0з =. 

$ 162, Для с05 2 вычисляемъ: 

/@=озж /'а®) = — та; ]"@®) = — ва; |" @) = ата 

Л" @) = в08 (=); Хо) =; /"(@)=0; /" (0) =— 1" (0) =0; Л" =1. 

Поэтому: 

ан С еНЫ ЧАН .. (292 ЕЕ СЕТО 608. (82) уе (292) 

Аргументы тригонометрическихь функщИ въ анализ. 

$ 163. Величина 2, стоящая подъ знакомъ эй, с05, #9, называется 
арнументомь этихъ функщй. Въ тригонометрии аргументом служить уголъ, 

измфряемый градусами. Въ анализв этоть уголь замфняется дугою, его 

измфряющею и описанною радусомъ = 1; при чемьъ дуга эта выражается 
въ частяхъ длины 2. Наприм®ръ: 

р) 9. 

8 30° = 5 (=); с03 60° = 608 (=). 608 179 — 608 и ... 

у Такое опредфлене аргумента, 
даеть возможность разсматри- 

вать напримфръ такую кривую 
синусоиду (фиг. 107), уравнеше 

которой есть: 

у = зтх. 

Здфеь абециссы 2 выража- 

ются не градусами, но величи- 
нами линейными, выраженными въ частяхь х. 

Ряды (291) и (292) служать для составлешя тригонометрическихь, 

таблицъ. 

Фиг. 107. 

Разложене 19 (1+2). 

$ 164. Для 9 (1-н=2) вычисляемь: 

Гф=иа-+а);  Г@=и1=0 

= 
1+; Е 
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{" @=—ёфт.а+а 1" @=—1 

{" ®=1.2.а+8- и ® =-2 

ДНО (®)===1.2...ва--а)“*-5 РН =--1.2.. 

9 (1-2) = ВА ИН ыы ы ) а -оакын . (293) 

Ряды Тайлора и Макъ-Лорена для функщй многихъ перемфнныхъ. 

$ 165. Въ случаз функщи и =/ (2, у) двухъ перемфнныхь опредф- 
лимъ / (2-5, у--®). Для этого мы опредфлимь / (2-5 М, у М) и 
въ конечномъ вывод сдфлаемъ { = 1. Введемъ сокращенныя обозначеня: 

(2 М, у+Н) =Ф@0=0; @+-М=р; у+Н=а. 

Такъ что: 
И=/ (р, 9 =$ 0. 

По формулВ (289) и 

ООО. цв. 0) 
Но $ (0) = 0 по условшю. СлВдовательно: 

$' (В @& = р + и= (ть +0 т ив ЧЁ; ибо ар = а; 44 = 104. 

Слфдовательно: 
90 90 

' (© = т т — № $ @ с. 

и 90" =. 920 90 "в=5— де = ди +2 ра . Вай ИК ВКТ 
Согласно введенному символическому обозначению $ 155 видимъ, что: 

90 90 по бл [О] 27 

Точно такъ же увидфли бы вообще что: 

Е Е. к) ней у $0 = ть в 04 

При $ =0 получим: р=я-нА.0=1; 9=у--й.о=у; П=ы. 

Слвдовательно: 

Л Ф=Л@ у =и 

0%) 
ду 

ло9= ты ъ 
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п®= [| р Р. 

Вставляя въ (294) получимъ: 

ди 0и 1 ди ди, ]® 
ету ма В 

Такой видъ принимаеть рядъ Тайлора для Х (2, у). 

Рядъ Макъ Лорена для / (2, у) будетъ (полагая _/ (2, у) = м): 

0, ди 
Л (2, дем (%) «+ (№) 

©) 
=) у] На 12 (280) 

о бу 

Здфеь значки о показывають, что въ тЬхъ величинахъ, при которыхъ 
они поставаены, надо сдфлать 2 =0; у=0. 

Подобныя же формулы существують для функщй больышаго числа 

перемфиныхъ. Е 
Формула Эйлера для однородныхъ функщй. 

$ 166. Приложимь формулу (296) къ выводу одной замфчательной 
теоремы Эйлера объ однородныхъ функщяхъ. Однородною функшею э-го 

порядка называется такая функщя, которая, по умножеши всфхъ входя- 
щихь въ нее пербузнныхь да какой-нибудь множитель $, равна произве- 

деню первоначальнаго своего вида (до умножени перемфнныхъ на й) 

на #", такъ что Х (2, у, 2) однородна, если Х (2%, уё, 26) = "У (2, у, 2). 

Теорема Эйлера. Сумма произведений частныхь производныть 

однородной функии на ‘соотеттетвенныя перемтнныя —= произведен 
самой функиёи на показатель А однородности, так» что: 

у м ; дд? = у; т } (2). 

Положим # = 1 + а. Изь уравнешя / (2%, у, &@) = Х (, у, 2) 

получимь: 
Де ох, у ау, г - аа) = (1-- а)" { (а, у, 2). 

По (296) имфемъ: 

1 (в-н ах, у-нау, г-н аг) =} а #— вы 
[9 

и, -... 
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По биному Ньютона имземъ: 

а-нату. Эла и И 

Слфдовалельно имфемъ тожество: 

а (бук р ‚=... т ау .. 

Въ этомъ тожеств® коэффищенты при одинаковых степеняхь а должны 
быть равны между собою. Слдовалельно; 

Фи и 9; 
&- А ия СИ 

Эта теорема вЪрна для какого угодно числа перемфиныхъ. 
Примтрь: ь 

9 9 „4% 2 Зы 3% рр АНИ Л (в, у, 2) = 4уг-н 2а9у; др = 12 -- 425; и Чае -- 241; т 4жу. 

9 %, 
ет и 7 

= 12луг -- 629 = 8 (4уг = 227). 

Слфдовательно здфсь: 

4! деи * о Е ЗА, 

& = (492 5 42) < - (4же 5 22*) у-= 4зуе 

2) Истинное значеше величинъ, выраженныхъ въ неопре- 
дБленной Форм. 

Величина 5. 

$ 167. Встрчаются ташя дробныя функщи т ‚ которыя принимають, 

видъ о при нфкоторомъ значеши перембннаго 2, напримвръь при #=4; 

если же 2 не сразу дьлаль равнымъ а, но постепенно приближать къ а, 

то — приближается къ предвау ее Этоть предфль назы- 
вается истиннымь значенемъ дроби Не при х = а. Дифференщальное 

‘исчислене даеть общий способъ опредьленя такихъ истинныхъ значешй 

по слЬдующимь соображешямъ. 

Пусть данная дробь есть а и пусть 2, есть то значеше икса, при 
воторомъ: 

$ (а) = 0; (2%) =0. - а о 

Пользуясь рядомъ Тайлора (287) и прерывая его на 1-омъ член, мы 

должны сдфлаль въ остаточномъ член и = 0. Получимъ: 

$ (в + 1) = (в, + 8%); 
(ви) = Л (20 + 04), 
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Поэтому, приращая 2 въ данной дроби на й, получимъ: 

ЕВ) 9 а) 
Лы-+) о Рщ-” 

'Уменьшая здфсь постепенно до нуля, получимъ: 

Истинное значеше $) при 2 = 2, равно 
7(@®) 

т $ (№ --®) _ $'(%) Е Е . (295 ® Уи — У) а 
Если бы оказалось, что а тоже равно о, то искали бы истинное 

о 
значене отъ 9, по (295) оно было бы равно За Вообще если 

/' (в) * 
$? (25) и Г (2,) суть производныя наименьшаго ое изъ необра- 

щающится въ 0, то истинное значене зы равно: 
7®) 

$? (2) т)‘: 5..2 (806) 

Итакъ. Если дробь ?® В имъеть видь 5 Ри от то истинное 

значеше этой дроби равно м. Если уе = -0 70 истинныма эна- 

чонбель 9 мозееть быть УСО, и так а пока не 

дойдемь 00 такить производныхь оть $ (=) и от» } (2), которыя, будучи 
одною и тозо же порядка, не равны нулю при = 2. Отношеше этихь 

производныхь при #—, и есть искомая истинная величина дроби о 
при х = т. Е 

Примпрь 1-ый. Опредфлить истинное значене дроби ры при #=0. 
Имфемъ: 

Д./' (вт 2) = 008 @; {.' (2) = 1; а 

сафдовательно, искомое значен!е будетъ: 

‚ Зтх _ 0080 
йт == =1. 
= 2 К 

Примтрь 2-ой. Опредфлить истинное значеню дроби 

2 = а. Имфемъ: 

В: ®=У— в 
! ру ‚ @ . $' (1) = 2% т т $/' (2) у’ 

у В ут 4 ап $' (а а* а—@ _. 

ти | 7 @) а р“ 



РЕ 

= Е 

э®ф=а Ре УЗЫ 

$' (2) = 25; л®=а. 

[42 — в? $' (а) _ = 

(5) 7 тает 
Этоть результать можно было бы получить и помощью элементарной 

алгебры слфдующимъ образомъ: 

2 — а? _ (1— а) (+ а) _ 

#—в — зат” 
я а. 

Полагая х = а въ х - а, получимъ 2а. 

Примпрь 4-ый. Опредълить: т и). 
2—0 дэ 

= =*— 23 а) = — та; 

ф' (а) =е-+е*“—2; /’ (а) =1— 0082. 

Итакъ 
$") ев —2 0 
|4 (О аа ЗЫ ОНА 

Значить надо брать отношеше вторыхъ производныхъ; но и оно: 

$ (®) _#—5* о 

а) 0 то 

Беремъ отношене третьихъ производныхъ: 

Ф"®) = 2 - 

Ву" био, 1 
тт 

Итакъ 

Величины: > 
°© 

$ 168. Если въ дроби 2) п числитель и знаменатель обращаются 
1®) 

въ безконечность при 2 =а, такъ что: 
ее а 21 $ (@);. 169 $ (а) =с0; / (а) =05; > х 

га й то. для опредфлешя вы а, преобразуемъ данную дробь въ такую ^^ 

зоторая равна данной, потому что вая у На су, получимъ 38. 



и 
— 128 — 

Но если : 
1 Е 
1% ' зо 

Л (а) = 05; ф(а) = со, то 
1 

7 

т ) 
'Итакъ случай = приводится къ разсмотрфиному въ предыдущемъ па- о . 

раграфь случаю 5. 
Величины: сс‘; 1; 0°; 0: ©5. 

и дробь ——^ принимаеть при 2 = а изученный въ 8 167 видъ ое 

$ 169. Величины, обращающяся при какомъ-нибудь значени пере- 
мЬннаго въ ©5°; 1°; 0’ или 0. со, могуть быть опредфлены посредствомъ, 

ихъ логариомовъ (логариомируя ихъ ори), имфющихь видъ 

0. =, который приводится къ видамъ г или —, уже разсмотрннымъ 

$ 167 и 168. Приведене же вида Я =] р виду 5 явствуеть изъ 

к © = #) по которой: 

1 0 
0.55 =0.— =—. 

о 0 о 

3) Наибольшя и наименышя значен!я хункщй. 

0 мансимумахь и минимумахъ функщи одного перемфннаго. 

$ 170. Если / (2), при х=а, получаеть наибольшую величину сравни- 
тельно съ тфми, кашя она имфетъ при безконечно-близкихь къ @ значе- 

хъ икса, то /(а) называется наибольшим» значешемь функщи / (2) 
или ея максимумомь. Напримфрь на чертежь (фиг. 108) ордината Ат 

кривой у = (2) есть максимум» игрека или максимумъ { (2). 

Если / (2) получаеть при х — а наименьшую величину сравнительно 
съ тЬми, кая она имфеть при безконечно-близкихь къ а значешяхь икса, 

и Е | 

т, 

ых х 
ы жь 

в Ы 
Е Е 

‚А а д 

Фиг. 108. Фиг. 109. 

то / (а) называется наименьшимь знаменем» } (2) или ея’ минимумом. 
Наиримфръ на чертежь (фиг. 109) ордината А кривой у = / (2) есть 
минимум» игрека или минимумъ { (2). 

Мы уже видфли, въ $ 120, что при тЬхъ значеняхь /' (2), при ко- 
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торыхь она обращается въ нуль, / (2) имфеть максимумъ или минимумъ. 
Необходимо этоть результать пополнить. 

Замфтимъ прежде всего, что по самому опредфленшю того, что назы- 

вается максимумомъ и минимумомъ / (2), явствуеть слфдующее: 

Правило Г. Величина }(а--®) — / (а) вседа отрицательна, если 

при 2 = а функшя } (2) достиаеть максимума, и положительна, 

если при х—=а функшя У (2) достиаеть минимума, каковь бы ни быль 

знак» приращеня |, то есть будет» ли это приращеще положительно 
или отрицательно. 

По формуль (287) Тайлора имфемъ: 

Гао л"® 
м 
са 
ОЕ В 

Отсюда: 

По -а и (@) 

т. и З. п @.- 4... 09 

Величина й безконечно-мала. Поэтому выспия степени й весьма, малы, 

сравнительно съ низшими. Слфдовательно, знакъ 2-ой части равенства 

(297) зависить оть знака (положительности или отрицательности) вели- 
чины й. Но, по правилу 1-ому этого ‘параграфа, знакъ лфвой части ра- 

венства (297) не долженъ зависфть отъ й. Чтобы это услове соблюдалось, 

‘необходимо и достаточно, чтобы: 

а (298) 

Тогда, благодаря положительности №? (четныя степени всегда положи- 

тельны), знакъ лЬвой части таковъ, какъ знакъ /* (а). Если же /" (а) =0, 
то, для независимости знака лфвой части оть знака й, нужно соблюдеше 

условя /"' (а) =0. При соблюдеши же его, знакъ лЪвой части такой же, 
какъ у /"" (а), и такъ далфе. Эти раасуждешя вмфсть съ правиломъ 1-мЪъ 

этого параграфа приводять къ слЬдующему: 

Правило П. Для тою, чтобы }(х) была максимумом» или мини- 
‚мумомь при х = а, нужно чтобы }' (а) = 0 м чтобы в ряду производ- 

ных: }' (а); Г" (а); }"' (а); Ё"" (а)... первая изь них, которая не обра- 

щается вь нуль, была бы четнало порядка. Если эта производная отри- 

цательна, то импется максимум; еслы она положительна, то 

‘импется минимум. 

Способъ нахождешя мансимумовъ и минимумовъ. 

$ 171. Требуется найти максимумъ или минимумъ / (2). Согласно съ 

правиломъ П предыдущаго параграфа поступаемъ такъ: вычисляемъ {' (4); 

Делоне—_Высшая математика и механика. 9 
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о приравнивая ее нулю, получаемь уравнеше: 

О ан .... 0%) 

Изъ него опредфляемъ 2. Положимъ получили 2 = а. Если, при подста- 
новкЪ этой величины въ /" (2), она не обращается въ нуль, то / (а) есть 

или максимумъ или минимумъ; а именно—минимумъ, если" (@) положи- 
тельна; максимумъ, если /" (а) отрицательна. 

Если же /" (а) = 0, то пробуемь подставлять а въ друя проиавод- 

ныя четныхъ порядковъ отъ / (2). Знакъ первой изъ нихъ, которая при 
1 —а не обращается въ нуль, покажеть намъ, по правилу -ому преды- 
дущаго параграфа, есть ли и (а) максимум» или минимумь. 

Примпрь 1-ый. Найти максимумъ или минимумъ функщи 

/(® =у==? — 1247 - 455 +- 30 

Г! (®) = 39 — 242 + 45. 

Приравнивая ее нулю, получимъ уравнене: 

1! (®) = 32 — 244 + 45 = 

Сокращая на 3, получимъ: 

откуда: 

2=6; 2; =3. 

(Одинъ изъ этихъ корней принимаемъ за а). + 

Г @® = — 24. 

Подставляя сюда 5, получимъ: , 

ЛФ=в. 5 м=-+ф 

Значить Х (5) есть минимумъ данной функши. Для опредфленя его пола- 
таемь 2—5 въ самой / (2). Находим: 

минимумъ / (2) =53—12,5?-4-45.530—=125—800-+225 -30=80, 

Подставимъ теперь въ /* (42) = 6% — 24 другой корень, 8, уравнешя 
1" (®) = 0, получим: 

1' 8) =6. 3324 = — 6. 

Значить /(3) есть максимумъ данной / (2). Для опредфленя его пола- 
таемъ & = 3 въ самой / (42). Находимъ: 

максимумъ / (2) = 3? — 12. 345.3 - 30 = 27 — 108 

=+ 135 -н 30 = 84. 
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Примтуь 2-ой. у—е’-- 2 032 -е* =} (2) 

Уш=е 2 т:—е* 

"(а = -— Зее". 

Полагаемъ /" (2) = е* — 2352 —е* = 0. Замфчаемъ, что х=0 о 
удовлетворяеть этому уравнению. Полагая 2 — о вь { (2), получимъ: 

Ло=е- 2 0080-е = 4. 

Чтобы узнать будеть ли это максимумьъ или минимумъ, полагаемъ 2 =0 
въ /" (2); получимь: 

1" (0) = — 2 в080- г’ = 0. 

Значить надо пробовать слдуюция производныя. Имфемъ: 

"@ы=е-ыата—е* "О =ечназто—е=0; 

@фыяе- все; (о =е- 2680-е =- 4. 

Первая изъ необралившихся въ нуль производныхъ оказалась /!* (0). 

Она оказалась положительною. Слфдовательно, / (0) = 4 есть минимумъ 
функщи / (2) = в - 2 0032 - е*. 

Примпрь 8-й. У= — = (©): 

Отсюда 

(9 =) 22 _ (92 
м 2 2 = _2- &, 

Аа =) 2) 

Положительность величины }" ® показываеть, что 76) = Е =е ие 
есть минимумъ данной функщи: и 

Максимумы и минимумы функщй многихъ перемфнныхъ. 

$ 172. Въ подробныхь курсахь дифференщальнаго исчислешя дока- 
зывается, что / (2, у, 2) иметь максимумъ или минимумъ при: 

о а. 
И Аи: 

то есть когда вс три частныя производныя оть. данной / (2, у,*=) одно- 

временно равны нулю. 
э* 
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Геометричесвля приложен!я дифференщальнаго 

исчисленя. 

1) Теорйя кавательныхъ. 

Уравнен!е касательной къ кривой / (=, у) = 0. 

$ 173. Положимъ, что намъ дана въ плоскихь координатахъ кривая 

Да; ., но 

Опредфлимъ уравнене касательной, проведенной въ точкВ (2, у) этой 

кривой. Назовемъ координаты какой-либо точки касательной чрезъ (Х, У), 
По формул (15) уравнеше прямой, проходящей чрезъ точку (2, у), таково: 

ато, . (801) 

гдф # есть тангенсъ угла наклонешя прямой къ оси 2. Но тангенсъ угла 

наклонешя касательной къ оси 2 равенъ, по $ 117-ому, производной с $ 
Слфдовательно, уравнеше касательной таково: 

У—у= о я, о (302 

тдЪ (2, у) суть координаты точки касашя; Х, У—координаты касательной, 

Однако кривая задана у насъ уравнешемь / (2, у) =0. Здфеь у есть 
неявная функщя оть х. По (261) имфемъ: 

9 
@у _ 9% 28 = де: 48 

ду 
Поэтому, и по (302), уравнеше касательной можеть быть представ- 

лено такъ: 

7 
92 

У г ежи” (308) 

ву 

Если у выражено явно чрезъ 2, то пользуются уравнешемь (302); 

если дано уравнеше { (2, у) = 0, то пользуются уравнешемъ (303). 
Примпр. Найти уравнеше касательной, проведенной къ окружности 

2 У = 25 въ ея точкф (3, 4). Имфемъ: 

Ау =иЙчу — 35 =0; 9 = 29 Аи. р 

СлЬдовательно, уравнеше касательной къ данной окружности въ точкЪ 
(2, у) будет: я 

2х - 
У—9= ЗУ (х Х), 
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Но дано, что точка (2, у) есть точка (3, 4). Слфдовательно; уравнеше 

касательной въ точкЪ (3, 4) будеть: 

з 
о м 

или: 3Х + 4У — 25 =0. 

Уравнеше (303) удобно запомнить въ такой форм: 

97 (х— уу Е (Х—®- ду (У—у=0. 

Это уравнеше касательной получается умноженемъ членовъ уравнешя 

(303) на и перенесешемь всего въ лЪвую часть. 
ду 

Уравнеше нормали. 

$ 174. Нормалью называется перпендикуляръ, возставленный къ ка- 
сательной изъ точки касашя, напримфрь ММ (фиг. 110). 

Если ® есть тангенсъ угла наклонешя касательной и #' тангенсъ угла 

наклоненя нормали, то, вслдстые перпендикулярности этихъ прямыхъ, 

должно быть удовлетворено условше (36), именно: 

Е 
РМ т ео" СВ _9х у 

ТО 
‚ду 

Слфдовательно: 

-б/. 
— ЯЖл й = 9 * 

95 Фиг. 110. 

Поэтому уравнеше нормали, проведенной чрезъ точку (2, у) кривой, будеть; 

х—=б-ъ@-9. г." 
а 

Или д 

ии =о. Пы 5% 808) 

ЗдЬсь Х, У суть координаты какой-либо точки нормали. 

Длина подкасательной. 

$ 175, Отрёзокь ЕР (фиг. 111) оси абоциссъ, между точкою Рея ие- 
ресфчешя съ касательною и основашемъ Р ординаты у точки (х, У), на- и’. 
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зывается подкасательною. Назовемъ уголъ наклоненя касательной къ оси 2 

чрезъ ф, такъ что ф7ф = т . Изъ тре- 
угольника Е МР имфемъ: 

ЕР=у. 1 (90—Ф) 

ма Е = у. 609 ф = уз — 5 

я ат 
Итак 

Е 1 у РР=у <”... . (306 
Фиг. 111. у Й (896) 

Длина поднормали. 

$ 176, Отрёзокь РМ оси абсцисеъ, между точкою М№ ея пересфчешя 
съ нормалью и основашемъь Р ординаты точки (х, у), называется поднор- 

‚малью. Изъ треугольника РММ имфемъ: РУ = у, 9$. Итакъ: 

т 88 < о (307) 

Длина нормали. 

$ 177. Длиною нормали называется. ея отрфзокъ ММ оть пересфче- 
шя М съ кривою до пересфчешя № съ осью абециссь. Изъ треугольни- 

ка МРМ находимъ: 

Ирма У -(@)' : мух, , 1+ (22). -. - 609) 

‘Общность дифференщальныхь формулъ. 

$ 178. Выведенныя нами дифференщальныя уравнешя касательной, 

нормали и формулы подкасательной и проч., 
и г какъ и тв дифференщальныя уравненя и 

формулы, которыя намь встрЬтятся впослЪд- 
стыи, отличаются удивительною общностью: 

ы какая бы ни была намъ дана кривая, разъ 
мы знаемъ ея уравнеше / (2, у) =0, мы сей- 
часъ же можемъ по этимъ формуламъ найти 
касательную, нормаль и длины подкасательной 
и проч. для этой кривой. 

Прими». Опредфлить величину поднор- 

мали параболы у? — 2рх. Изъ этого уравнешя параболы имземъ: 
И 

у = Узра = Уэра. 
Аа л 

4 _ У№#*_ УР 
4% 2 — У2Уа. 

Фиг. 112. 

Слвдовательно: 
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Подставляя отсюда величину у и а въ (307), получимъ: 

поднормаль параболы = 

Итакъ (фиг. 112), въ какой бы точкф данной параболы мы ни прово- 

дили нормаль, длина РМ поднормали остается одна и та же, равная р. 
Длина поднормали данной параболы есть величина постоянная. 

0 вогнутости и выпуклости кривыхъ. 

$ 179. Если кривая (фиг. 113) вблизи разсматриваемой ея точки (2, 1/) 
расположена по ту же сторону оть касательной какъ и ось 2, то гово- 
рятъ, что кривая въ этомь мфстЬ обращена вонутостью къ оси или 

просто— вознута., 
Если кривая (фиг. 114) вблизи разсматриваемой точки (2, у) распо- 

ложена по другую сторону отъ касательной, чфуъ ось х, то говорятъ, что 

Фиг. 113. Фиг. 114. 

кривая обращена въ этомъ мфстЬ кл оси х выпуклостью наи просто — 

выптукла. 

Найдемъ аналитичесый признаку, вынуклости и вогнутости кривых. 

Иридадимь для этого иксу приращеше д = РР’ (фиг. 114). По формул 

(287) Тайлора получимъ: 

"м! ы Ч. № ФУ. РМ =уа-+в = ни аз + В, . - (809) 

дв В остаточный чденъ. Уравнеше касательной по формул (302) таково: 

У- ув а-э а ан ЗАЗ 

Примфняя его ‘къ точкф 8, абсцисса которой Х = х -- й, получимь: 

ВЕ и = а; @ += .... . (810) 

Отсюда ордината У точки 5 будеть: 

О ее осы ^ а та аа (311) 



Слфдовательно: 

М5 = РМ'— РБ 

или 

Вслфдстве малости содержащихся въ В высшихъ степеней № знакъ 

2-ой части равенства (312) зависить оть знака та (такъ какъ й° по- 

ложительно). Точка М’ будеть лежать по другую сторону касатель- 

ной оть оси 2, если №'5 положительно и это независимо отъ знака й, 

но, по доказанному, М'5 положительно, если ре положительно. Итакъ, 

кривая выпукла, какъ на фиг. 114, если 4 положительно; вогнута, какъ 

на фиг. 113, если ге отрицательно. При отрицательныхь у дфло будетъ 

происходить наоборотъ. Получаемъ правило: 

„Если знаки при у и при дез одинаковы, то кривая обращена, вытук-“^® 

лостью к» оси 2; если знаки при у и при т; противуположны, то кри- 

вая обращена вонутостью кь оси с. 

Точки перегиба. 

$ 180. Если нисколько ранфе точки М величина = имфеть одинъ 

знакъ, а при переходь чрезъ точку М мфняеть 
у свой знакъ, то точка М называется тючкою 

‘перешба. Такая точка (фиг. 115) отдфляеть вы- 

пуклую часть кривой оть вогнутой. Перемфнить, 

свой знавъ аз можеть только перейдя чрезъ 

значене, равное нулю или безконечности. Итакъ, 

Ы въ точкахъ перегиба Ем равно нулю или без- 

я конечности. Касательная въ точкф перегиба пе- 

Фиг. 115. ресЪкаеть кривую. 

Направлене элемента кривой. 

$ 181. Кривую можно разсматривать какъ многоугольникь съ безко- 
нечно-большимь числомъ безконечно-малыхъ сторонъ. Безконечно-малая 

часть кривой называется ея элементомъ. По опредфленю касательной, дан- 

ному въ $ 117-омъ, направлеше касательной совпадаетъ съ направлешемъ 

элемента кривой. 
Элементъ кривой. 

$ 182. Если придадимъь иксу приращене Ах, то у получить прира- 
щене Ду, и мы перейдемъ изъ точки М кривой съ координатами (х, У) 

въ точку №М' съ координатами (2-+ Ах, у-+ Ау). ЧЪмъ менфе Ах, тЁмъ 
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большее право мы имфемъ разсматриваль отрфзокъ 1/М' кривой, какъ 

прямолинейный, какъ гипотенузу треугольника ММ'А (фиг. 116). Называя 
дугу ММ' кривой чрезъ Аз, имфемъ по Пиоа- 
торовой теорем: 

№ = Ум Ау". 

Въ предфль получимъ: 

Величина 43 называется дифференщаломь Фиг. 116. 
дуги кривой или элементомъ кривой. 

Уголь ф, составляемый элементомъ дуги съ осью 2, равенъ углу, со- 

ставляемому съ осью 2 касательною ($ 181), такъ что, согласно съ $ 117: 

= Уи у. (“) Уна 4 
4х 

Параметры кривой. 

$ 183. Въ уравненши кривой кром координать заключаются еще и 
различныя друмя величины, которыя для данной кривой постоянны, на- 

примвръ коэффищенты. Эти величины называются параметрами кри- 
вой. Напримврь @ и $ суть параметры эллипса о 
жа = 1. 

Если непрерывно измфнять одинъ какой- 

нибудь параметръ кривой, то кривая непрерывно 
будеть измфиять или свой видъ, или свое поло- 

жеше, или и видъ и положенше одновременно. На- 

примфръ, если въ уравнени эллипса ИИ 

будеть измфиять параметръ а, непрерывно ег © 
увеличивая, то эллипсъ будеть вытягиваться. 

Если въ уравненшм прямой у = #2 -Н 6 будемъ 
измфнять $, то прямая будеть двигаться, оста- Фиг. 117. 
ваясь параллельной своему начальному положе- 

но; получимь рядъь прямыхъ, параллельныхъ одна другой (фиг. 117). 
Итакъ: при измюнени одною какою-нибудь параметра кривой, она 
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двиэкется по плоскости, измльняя свою форму. Можетъ случиться, что кри- 

вая будетъ только двигаться, не изм6няя формы; это будеть частный слу- 
чай. Измфняемый параметръ называется перемьннымь параметромь. 

Огибающгя. 

$ 184. Если дана кривая 

У еси: в) =0.. ИА АО 

съ перемфннымь параметром с, то кривая (316) съ измфнешемь с при- 

нимаеть, какъ мы видфаи въ $ 183, различныя 

положен!я. ` 

На чертежь (фиг. 118) представлено, напри- 

мьръ, нфеколько положен окружности, измняю= 

щей свою величину и положеше. Кривая ММ 
м ы (фиг. 118), касательная ко вофмъ положенямь 

Фиг. 118. движущейся кривой, называется ониубающею этой 
кривой, Движущаяся же кривая по отношению 

къ ся огибающей, называется озибаемою. 

Посмотримъ, какъ по уравненно огибаемой найти уравнеше озибающей. 

Пусть Уи = он. В 

ость уравнеше огибаемой, заключающее въ себЪ перемнный параметр с 

ИвзмЪнимь с на Ае. Уравнеше кривой (317) въ положени безконечио- 
близкомь къ прежнему, будеть: 

Ум = Г... 

Координаты точки пересфченя (317) съ (818) будуть удовлетворять, 

уравнешямь (317) и (318), а потому и уравнению: 

Л (в, уу вы А) — {в 
=. се. ь 40028 ст 0. (319) 

Точки пересфчешя двухъ сосфднихъ положенй движущейся кривой со- 

льются въ предълЪ съ огибающею, уравнене же (319) обратится въ 

а/ (2, у, с) 
4 

Исключая с изъ (317) и (320), получимъ геометрическое мБсто точек 

пересфченя” всЪхь попарно сосфднихь положен, то есть уравнене 

огибающей. 
Итакъ: чйобы-найти отибающую кривой } (х, у, в) = 0, изминяющейся 

с измънешемь параметра в, нужно исключить в изь уравнение 

о у ие т (820) 

О косые + 820), 
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полученное, то исключени с, уравнеше будет» искомымь уравненемь 

этибающей. 

Примпрь 1-ый. Найти огибающую эллипеовъ, произведеше полуосей 

которыхь постоянно, направденя же осей совпадають, съ осями координат. 

Уравнеше одного изъ такихъ эллиисовъ есть я — га — 1. По условию: 

а ео а (323) 

гдЪ т нфкоторое постоянное. Опредфляя изъ (323) $ и вставляя найден- 
ное такимь образомъ выражене его въ уравнени эллипса, получимъ: 

стаи = 
Е 

(:.) 
или: я Ч 

р 1=0....... (324) 

Принимая эдвсь а за перомфнный параметрь и дифференцируя по а, 

получимъ: 

9} (=, и, а) _ 2 ау 

94 м а т? 
. (325) 

По предыдущей теори надо исключить изъ (324) и (325) параметръ а. 

Изъ (325) имфемъ: 

откуда: Из=УИт 

: г 
Вставляя эту величину вт (324), 

получимъ: 

22 ры 
или: т 

Это уравнене гиперболы (см. $ 60, 

формулу 96), для которой оси коор- 
динатъ служатъ ассимитотами (фиг. 119). При а> болышя оси эллии- 

совъ направлены по оси 2-овъ, при а<6 большя оси эллинсовъ направ- 
лены по оси у. На чертежь (фиг. 119) изображены только нЪкоторые 

изъ безконечнаго множества эллипсовъ, разсматриваемыхь въ этой задач». 

Съ измфнешемъ параметра а въ уравнеши (324), эллиисъ, представаяе- 

мый этимь уравнешемь, измфняеть свой видъ (деформируется), оставаясь 

касательнымь къ гинерболь ху = 5 

Фиг. 119. 
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Въ подобнаго рода задачахъ надо поступать, какъ мы сдфлали въ 
этомъ примбр: нельзя оставлять въ уравнеши двухъ перемфнныхъ пара= 
метровъ аи6. Мы исключили сначала 6 помощью услойя аб = т, посл 

чего въ уравнеши (324) остался только одинъ иерелеьнный параметръ а; 

величина же т по условшо задачи остается постоянною. 

Примьрь 2-ой. Найти огибающую прямыхъ, отофкающихь оть осей 
координать таке отрфзки а и 6, произведене которыхъ есть величина 

постоянная. 

'Уравнеше одной изъ такихъ прямыхъ будеть по формул (12) таково: 

СААР: РОЙ 
Е Ве 

Исключимъ отсюда 6 при помощи усломя аб = т, изъ коего слдуеть: 

ый 
а 

Получимъ: 

Геи -1=0...... - (826) 

9/2, 9,4) __ _# У _ о (327) 

Для опредфлешя огибающей надо изъ этихъ двухъ уравненй исключить 
перемфнный параметръ а. Опредфляемъ а изъ (327) 

Утг 
а == —. 

Уу 
Вставляемь въ (326). Получимъ: 

У У 
Ут  тУИу ^ 

откуда: аз 

Узи, Уз, 
Ут Ув *’ 

или 
= мы мт 

ЕЕ 

Опять получили гиперболу вида (96). 

Примпуь 34й. Найти оибающую прямыль = 1, если сумма 

отръзковь а и Ъ, отськаемыхь ими на осять, равна постоянной величинь т. 

По условю а--6 = т. Отсюда 6 =т— а. Вставляя эту величину 
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вмфсто © въ уравнене У получимъ: 

Лау =у Иа =0 

4 (в, уа) _ 1 Ув: 
94 `` та) ь 

Изь (329) имфемъ: 
Уу «тв 

Уз и 
откуда: а И/у=ту= —аух, 
откуда: ть 

а = _ туз . 
Уг-+Уу 

Вставляя эту величину въ (328), получимъ: 

И 
т /= Е Уз 

Уз -= Ух 
откуда: 

2(У= + Уи) (Уз Уу_ 
"уз "уу 

откуда: 
2 ту + ау + зу -+у узу=тулу, 

или: 

22уа-у=т......- 

. (828) 

. (829) 

. . (830) 
Это уравнене 2-го порядка. По сказанному въ $ 62-мъ, чтобы узнать, 

какую кривую представляеть это уравнеше, надо посмотрЪть, какой знак 

окажется у выражешя В — 4 АС — квадрать 
коэффищента при у безъ учетвереннаго про- у 
изведешя коэффищентовъ при 2? и при у. Въ 

(330) не имЪется членовъ съ 2? или у?, при 2у 

стоить коэффищенть 2. Слдовательно А = 0; 

В=2; С=0. Поэтому В —4АС=4>0. 

Сафдовахельно (330) представляеть собою ги- 
перболу (фиг. 120). На этомъ чертежь гипер- 
бола даже и не начерчена но она вырисовы- 

вается сама собою какъ огибающая прямыхъ. С. 

вы Е лезее5 

Е 

Приморь 4-ый. Из» точки Е (фи. 121), Фиг. 120, 
находящейся на осн х в» разстояни т оть 

начала, проводим» прямыя и возставляемь ко этимь прямымо, изь точекь 
переспченя ихь сё оемю у, НЫ Найти озибающую этаить 

перпендикуляровь. 
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Сначала найдемъ уравнеше одного изъ такихъ перпендикуляровъ. 060- 
значимъ тупой уголъ, составляемый съ осью 2 прямою, проведенною изъ Е, 
чрезъ ф. Разстояше $ точки пересфчешя этой прямой съ осью у отъ на- 

чала будеть 6 — 49 (180 — $) = —т. 9$; полагая, для краткости, 

10фФ= 1, получимъ: 6 = — ти’. Уравне- 
н1е перпендикуляра, проведеннаго къ этой 

прямой изъ точки пересфчешя ея съ осью у, 

будетъ, по формул (7): 

у=#е-нь.... (331) 

тдВ, какъ мы сейчасъ видфли 6 = — #й: 

что же касается до #', то по условно (36) 

перпендикулярности "= — $. Вставляя 

эти величины въ (33), получимъ искомое 

уравнеше перпендикуляра въ вид: 

у= — ы — т, 

или 

Фиг, 121. Л (в. == фут =0.. . (832) 

Принимая № за перемфнный параметръ и дифференцируя, получимъ: 

97 у, №) = у-+ 2тй = 0, 

откуда: 

= 

вставляя въ (332) получимъ: 
Г] И 

&— ры ых А =0; 

или: 
ры ЕТ Вет Е 0; 

или: у? = 4тх. Полагая здЪсь т=Ь „‚ получим у? — 2ра. Итакъ искомая 

огибающая есть парабола съ фокусомь въ Е. На чертежь (фиг. 121) она 

не начерчена, но видна какъ огибающая. 

Кривизна кривыхъ. 

$ 185. Прежде чьмъ дать точное опредфлеше того, что называется 
въ математик» кривизною, замфтимъ что въ общежити если говорять: 

одна лишя кривзе другой, то хотять этимъ показать, что первая лиШя 

болфе уклоняется оть прямолинейнаго направлешя чфмъ вторая. Остано- 

вимся сначала на кривизнЪ окружности. Окружность, описанная большимтъ 
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радусомъ не такъ круто отклоняется оть прямой (фиг. 122) какъ окруж- 

ность, описанная меньшимъ радусомъ. Можно сказать: чфмъ меньше ра- 

‘`мусь, тьмь болфе искривлена окружность, — тмъ болыше ея кривизна. 

Въ математикЪ кривизною окружности радцса В называется величина 1, 

обратно пропормональная радиусу. Кривизна кривыхъ опредфляется, как 

ниже увидимъ, по сравненю ихъ съ окружностью. 2 | 
Кривизну окружности можно иначе выразить. Возьмемъ на окружно- 

сти (фиг. 123) дв точки Ми М' и обозначимь чрезъ з дугу ММ’; чрезъ а 
уголь МОМ’. Углы съ взаимно перпендикулярными сторонами равны 

между собою; касательныя же перпендикулярны къ радфусамъ. Слёдова- 

Фиг. 129. Фиг. 123. Фиг, 124. 

тельно уголъ, составляемый касательными, проведенными въ Ми М' тоже 

равенъ а. Извфстно что дуга равна произведеню радуса на соотвфт- 

ствующий центральный уголь: 
ВД а ча я АА 

Слдовательно кривизна Е окружности равна: 

1 а 
Еее еее (334) 

По аналоми съ этимъ среднею кривизною дум АВ какой бы то ни 

было кривой (фиг. 124) вазываютъ отношене 

угла, составляемаго крайними касательными къ длинЪ дуги. Отсюда уже 

переходять къ опредфленю кривизны кривой въ данной ея точкЪ: хри- 
визною кривой вь данной ея точкъ называется среднял кривизна элемента 
кривой начинающелося вь данной точкь. 

'Изъ этого опредфлешя и изъ сказаннаго выше (формула 335) слф- 
дуеть, что кривизна кривой в» данной ея точкъ равна отношеню узла, 
составляемаю проведенными в» кончать элемента касательными, кь длинь 

элемента кривой. Этотъ уголъ называется узломь смежности. Утолъ смеж- 
ности и элементъ кривой безконечно малы, но отношене ихъ, выражаю- 

щее кривизну, можеть быть конечною величиною. 
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Для каждой точки кривой можно подъискать такую окружность, кри- 

визна которой равнялась бы кривизн» кривой въ этой точк$. Радусъ та- 
кой окружности называется радёусомь кривизны. 

№. Мы будемьъ его обозначать греческою буквою р 
(произносится ро). По самому опредфленйю ра- 

о дуса кривизны, и изъ того что кривизна окруж- 

‘В ности равна га слфдуетъ, что кривизна кривой 

въ данной ея точкф равна - Н 

Окружность, описанная радусомъ кривизны 

А! (фиг. 125), называется круюмь кривизны. На 

Фиг. 15. (фиг. 125) начерчены въ точкахь № и М№ кри- 

вой АВ круги кривизны, 
Итакъ если по уравнению кривой найдемъ величину радуса кривизны 

въ ея точк® (2, у), то в будеть кривизна кривой въ этой точк\. 

Величина радуса кривизны. 

$ 186. Опредфлимъ величину радуса р кривизны. 
Пусть а есть уголь наклонешя касательной къ оси =. Шо (196) 

имфемъ: 

а = Е РЕМ У . (336) 

Потому: 
Я у т а = а" 9 а (337) 

Безконечно малое приращеше этого угла и есть то, что мы въ предъи- 
дущемъ параграфЪ назвали угломъ смежности. Поэтому уголь смежности, 

по (337) и по (230), равенъ 

Чу Фу а («) а ах 

Пане С еЧ Е ЧЕ 
Но въ предъидущемъ параграфь мы видфли, что кривизна равна отно- 

шеню угла смежности къ элементу кривой. Элементъ 43 кривой по (318) 

равенъ: 
Уч. 

Итакъ кривизна ̂  равна: р р 
Се 

1 4а 4 

р 45 
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Но, вынося 42 изъ подъ корня, можно написать 

неа, 
ах 

4?’ Фу 
й Фа а 

"ВНЕЛеУ ЕЕ 'Изъ этой формулы выводимъ: 

СлЬдовалельно: 

кривизн* . (839) 

... (340) 

Это чрезвычайно важная формула, потому что въ вопросахь о кри- 
визн№ пользуются обыкновенно не. самою кривизною, но ражусомь кри- 
визны, опредфляемымь этою формулою (340). 

Если желаемъ, при опредфлеши радуса кривизны, принимать за не- 
зависимое перемЪнное не 2, но какую нибудь другую величину, то необ- 
ходимо произвести преобразоваше формулы (340) для замЪны независи- 

маго перемфннаго. Но такое преобразоваше нами уже произведено было 
въ примрь данномь въ $ 156-омъ. По выведенной тамъ формул (271) 
заключаемь, что рашусъ кривизны можегь быть выражень такт: 

о @й- ай _ (341) 
р ба инета? обр 

Развертки и развертывающия, 

$ 187. Если 5’ такова, что касательныя ся служать нормалями другой 

кривой $ (фиг. 126), то кривая $’ называется 
разверткою кривой. Кривая же $ называется 
развертывающею кривою $’ Аасательныя раз- 

вертки суть нормали развертьвающей. Наобо- 

роть: нормали развертывающей суть касатель- 
ныя развертки. Изъ этого опредфлешя вытекаеть, 
что развертка з' кривой $ есть геометрическое 
мфото пересфченя двухъ безконечно близкихъ 

нормалей кривой 5. Отсюда слфдуеть, что раз- 

вертка есть геометрическое мото иенуиров» кри- 
визны (центровъ круговъ кривизны) развертываю- 
щей. Такъ на чертежь (фиг. 126); а, В, се г 

суть центры кривизны развертывающей $. Пря- и 
мыя же: р,, р». р», р. суть радусы кривизны соотвфтствующе точкам, 
А, В. С, Е. развертывающей. 

Делоне. —Высшая математика и механика. 10 

5 
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Изъ чертежа (фиг. 126) усматривается (а въ подробныхь курсахт 
строго доказывается), что по данной развертк» легко начертить развер- 
тывающую слфдующимь способомъ. Приготовимъ кусокъ изъ твердаго ма- 
терала; краю этого куска дадимьъ видъ развертки 5’; закрфцивъ нить а.А 

(фиг. 126) въ точкЪ а, будемъ наматывать ее на развертку, оставляя ее 

натянутою; тогда конець 4 начертить развертывающую 3. Обратно: если 
нить, `изь положешя аб Е, будемь развертывать съ развертки, то ко- 

нець ея а опишеть развертывающую 5. Отсюда и назваше: «разверты- 
вающая». Развертывающую называютьъ иногда эвольвентою, & развертку 
эволютою. 

По данному уравнению развертывающей найти уравнеше развертки. 

$ 188. Согласно данному въ $ 187 опредфленю развертки, можно ска- 
зать что она есть огибающая (см. $ 184) нормалей развертывающей. Пусть 

Ти м суть координаты какой либо точки нормали данной кривой (развер- 

тывающей). По (304) уравнеше нормали будеть: 

@—О-а- у о ОАО) 

Изъ уравненя { (2, у) = 0, опредфляемъ у и ыы въ вид нфкоторыхь 

функщй икса и вставляемъ ихъ въ (342), Посл этого въ (342) останется 
одинъ только 2 (кромЪ ё и м). Разсматриваемь 2 какъ перемфнный пара- 

метръ. Развертка кривой, какъ мы видфли, есть огибающая нормалей 
(342). Чтобы найти огибающую, нужно (см. $ 184) исключить перемфиный 
параметрь 2 изь уравнешя нормали (342) и изъ того, которое ‘изъ него 

получится дифференцировашемь по перемфнному. параметру 2; такое ура- 
внеше будетъ: 

аи \* @у 1+ (№) чо. ая... . (843) 

Это исключеше и предварительная замфна у и * чрезъ функщи икса,— 

все вмЪстЬ, сводится къ исключению 2 и у изъ уравненй (342), (343) 

и даннаго: 
а 

Итакъ: 
Правило 1-06: Чтобы найти развертку кривой } (2, у) = 0, нужно 

исключить х и у изь уравнений (342), (343) и (344). Сдфлаль это можно 

только въ томъ случай, если Х (2, у) дана явно, какъ въ помфщенномъ 
ниже примБрф. Въ резульгать получимъ уравнене развертки въ коорди- 
натахъ & и. 

Развертки имфютъ важное значене, какъ тгеометричесмя моста, цен- 

тровъ кривизны, 
Правило 2-0е: Координаты центра кривизны получаются, если опуе- 
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дълимь изь уравненай (342) и (343) 1 и и, потому что центръ кривизны есть 

пересфчене двухъ безконечно близких нормалей. 
Примпр». Опредфлить развертку и рамусъ кривизны параболы: 

У =, 

параметръ р которой равенъ единиц. 

Вычисляемъ: юр 
у=У2 

ау Е е- ар, 

4 Уж у 

УИ иОьдАь 
ай Ус т 

Сл/довательно уравнешя (344), (342) и (343) будуть въ данномъ случа 

у = 2 * 

1 
(п (у и) - =0 д" 

1 1 1- 9-м, =0 у 

или 
У’ = 28 

(20-1 -=0 

и 
Не я —'0 

Изъ двухъ послфднихь уравненй имфемъ: 

в=: ту. И а 

7.1. м 05 

Дфаля уравнеше (346) почленно на у, и соображаясь съ даннымъ ура- 

внешемъ у’ = 2х, получимъ: 

Е. 
у 

Вставляя эту величину, вмфсто д въ (845), получимь я =#— 1 — 2%, 

откуда: 

Подставляемъ, вмфсто 2, въ данное уравнеше параболы эту величину, 

получимъ: 

10* 
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Возведемт, 06% части этого уравнешя въ кубъ; получимь: 

в 9 
ааа 

Подставляя сюда, вмфсто у, его величину изъ (346), получимь наконець: 

1 
у ъ р бык 

21 

Это уравнене 3-го порядка и есть искомое урав- 
неше развертки параболы. Видъ этой развертки 

” АСВ показанъ на чертежь (фиг. 127). Это кри- 
вая съ двумя вфтвями простирающимися въ 

з безконечность. Вфтвь АО служить разверткою 
части оа параболы; вЪ\твь ВС служить разверт- 

АА кою части 06 параболы, ’ 
р ы Вставляя найденныя выше величины про- 

изводных”ь, = и а въ формулу (840), получимъ радусъ кривизны (па- 

раболы у? — 22) въ вид: 

з 3 

Вы = = 3 Я р 1 1 =(у 1. 

из 

Порядок соприкосновеня двухъ нривыхъ. 

$ 189. ДвЪ кривыя (фиг. 128) взаимно касаются въ точк\ (2, у) въ 

томъ случа, если онф имфють въ этой точкЪ общую касательную. 
Пусть и 

у=ф (4) 
будуть уравнешя этихь кривыхъ, Назовемь 

зрезъ а абсциссу ихъь точки соприкосновешя 
№ М. Эта точка принадлежить обЪимъ кривыхъ, 

и потому / (а) = (а). Ординаты обЪихь кри- 

выхъ въ точкЪ 2 одинаковы, но измфняя 
абсциссу а на безконечно малое приращеше 7, получимь разныя ор- 
динаты для кривыхъ. Опредфлимь помощью ряда Тайлора разность 
Га — Ф(а-- 1) этихь ординатъ, чтобы судить о томъ, сколь бы- 
стро удаляется одна кривая отъ другой, выходя изъ общей точки сопри- 
косновешя. По формуль (287) имфемь: 

Фиг. 138. 

Я Га г , „ ыы Ла--ю= (а) в/' (а) + о 

+ - м — 1 а-н 61) пЕРЕВЕС ): 

_ У ол (а) = 
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Печь ева) + за = + 1.2? 1.2. 0 } 

ый =") — Е: (а). 

Вельдетве этихь соотношешй и равенства ординать ф (а) и] (а) въ 
точкв М, получимъ, что искомая разность будетъ: 

2 

Ла----(а-Ю = (@)- 9’ (а 9". не 

Если }' (а)) = $'(а) то первый членъ 2-ой части этого равенства 

уничтожается и вся 2-ая часть, а слфдовательно и изслфдуемая разность, 

будеть содержать № въ степеняхъ бдльшихъь единицы и потому будеть 
2-го порядка малости. Говорять, что въ этомъ случаЪ имфется сопри- 

косновене 1-ю порядка данныхъ кривыхъ. Если и /"' (а) =$' (а), то со- 

прикосновеше называется соприкосновешемт 2-го порядка. Вообще, если 

при 2 —а вс производныя начиная отъ 1-0й и до 7-ой одинаковы для 

$ (2) и Х(2), то говорят, что кривыя у = / (2) иу= (2) имфють со- 

прикосновеше т-го порядка. 

Если /' (а) не равна $’ (а), 10 при 2==а кривыя не касаются одна 
другой, потому что он въ этомъ случа не могуть имфть общей каса- 
тельной, такъ какъ /” (а) и $' (а) суть тантенсы угла наклоненя каса- 

тельныхь обфихь кривыхъ при 2 = а. 
Изъ изложеннаго въ настоящемъ параграфЪ видно, что кривыя тфмъ 

Венфе соприкасаются одна съ другою и сосЪдыя съ точкою прикоснове- 

щя части ихъ тьмъ менфе уклоняются одна отъ другой, чфмъь выше по- 

рядокъь соприкосновешя кривыхъ. 

Дифференщалъ дуги въ полярных координатахъ. 

$ 190. Въ $ 51-омъ и послфдующихь мы уже познакомились съ по- 
лярными координатами на плоскости. Выведемъ нфкоторыя, особенно важ- 

ныя, дифференщальныя формулы въ по- 

лярныхь координатахъ. 
Положимъ, что кривая ММ (фиг. 129) 

отнесена къ такимъ полярнымь координа- 
тамъ, въ которыхъ О есть полюсъ, оА— по- 

лярная ось. Пусть ^ есть радусъ-векторъ 
нЪкоторой точки тж данной кривой и слЪ- 

довательно, о = полярному углу $. Кри- 
вая, положимъ, задана уравнешемъ 

Л =0. ,... 8471) Фиг. 129. 

Опредфлимь дифференщаль 4$ дуги кривой. Для этого дадимъ угку $ 

безконечно-малое приращене 4$; вслфдстые этого х получить прираще- 
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не 4 и точка перейдеть въ положене и’ безконечно-близкое къ т. 

Дуга тии’ и будеть 45. Опишемь изъ О радусомь ОМ дугу окружности 
и назовемь чрезь В точку ея пересфчешя съ ОМ' (фиг. 129). Чфмь 
меньше 4ф, тЬмъ болфе треугольникь ВМ”М приближается къ прямо- 

линейному и кромф того онъ, вслфдстые перпендикулярности радуса ОВ 

къ окружности ВМ, прямоуголень при В. По сдфланнымь предположе- 
шямъ имфемь: ВМ' = 4; ММ' = 45; ВМ =". 4 (дуга = произве- 
денйю радбуса на уголь). Изъ безконечно-малаго прямоугольнаго треуголь- 

ника ВМ'М имфемъ: 
ФУ... .. 848) 

Такова формула дифференщала (или элемента) дуги. 

Уголъ, составляеный рад'усомъ-векторомъ съ насательною. 

$ 191. Когда М’ приближается безконечно-близко къ М, то уголь 
ММ'М обращается въ предфаь въ уголь ОМТ, составляемый радусомъ- 

векторомъ съ касательною. Поэтому изъ безконечно-малаго треугольника 
ВМ'М имфемъ: 

— 74 =; ра СОЯ .: . (349) 

ах ах == к .. - (850 "4 — Ут @ т 

об а .. 2. (85) 
@& — уа-я (4 `` 

Формулы (348), 349), (350) и (351) доказываются болфе строго въ 

подробныхъ курсахъ: представлен безконечно-малаго треугольника ВМ'М 

с0 сторонами 4г, 48 и х4ф помогаютъ запоминать эти формулы 

Выражене радбуса кривизны въ полярныхъ координатахъ. 

$ 192. Чтобы получить выражене радруса кривизны въ полярныхъ ко- 
ординатахъ, нужно подставить въ формулу (840), вмфсто =, у; новыя пе- 

ремфнныя, связанныя съ ними ($ 52) уравнешями: 

2 = 608$; У = и5т $. 

Такая подстановка уже сдфлана была нами въ «примфр» $ 156-го, 'при- 
чемъ мы получили формулу, по сравнени которой съ (340), получимъ: 
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Особыя точкя кривыхъ. 

$ 198. Окружность, описанная изъ какой-нибудь точки кривой безко- 

нечно-малымь радусомь, пересбкаеть кривую, вообще говоря, въ двухь 
точкахъ (фиг. 130). При этомъ радбусы, проведенные изъ центра безко- 

нечно-малой окружности къ ея точкамь пересфчешя съ кривою, состав- 
ляютъь между собою уголь, безконечно-мало отличающийся оть 1809. Если 

описанная изъ точки кривой, какъ изъ центра, безконечно-малая окруж- 
ность не пересфкаеть кривую въ двухь точкахь, или радусы; проведен- 
ные въ точки пересфчешя, составаяють утолъ, отличаются на конечную 

Фиг. 130. Фиг. 131. Фиг. 133; 

величину оть угла въ 180°, то точка кривой называется особою. Наиболье 

важныя особыя точки суть слёдующя: 

1) Точка возврата т (фиг. 131) —такая, въ которой ращусы, прове- 

денные изъ нея въ точки пересфченя кривой съ безконечно-малою окруж- 
ностью, имфющею центр въ 2, составляютъь безконечно-малый уголь. 
(На чертежь нельзя нарисовать безконечно-малую окружность, поэтому 
надо представлять себЪ, что будетъ, если та окружность, которая нарисо- 
вана, сдфлается безконечно-малою. Но, вирочемъ, характеръ особыхъ Т0- 
чекъ ясенъ изъ вида начерченной кривой). 

2) Точка остановки (фиг. 132). Въ такой точкЬ ж кривая не идет 

дальше. Безконечно-малая окружность, описанная изъ точки остановки, пе- 
ресъкаеть кривую только въ одной’(а не въ двухъ) точкахъ. 

3) Уловая точка т (фиг. 133). Радусы, проведенные изъ этой точки 
въ точки пересфченя кривой 

съ безконечно-малою окруж- 

ностью, составляють уголь, у 
отличный оть 180°. 

4) Кратная точка т * 
(фиг. 134) такая, въ кото- 2 

рой кривая сама себя пере- *° я 
сВкаеть. Безконечно - малая фиг. 133. РРР". 
окружность, ‘описанная изъ 
такой точки; пересфкаеть кривую болфе ‘чфуь въ двухъ ‘точкахЪ. 
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5) Отдъльная точка т (фиг. 135). Случается такъ, что данному 

уравнению удовлетворяють не только коорди- 
у наты кривой АВ, но и координаты иЪвоторой 

точки и, расположенной совершенно отдфльно. 
ыы Безконечно малая окружность, описанная изъ 

© такой отдъльной точки, вовсе не пересъкаеть 
и вривую. 

Г] Е Разсмотримъ н\феколько подробнфе особыя 

Фиг. 135. точки и пояснимъ сказанное на примфрахъ. 

Точка возврата. 

$ 194, Въ точкЪ возврата (фиг. 131) касательная касается обфихь 
втвей кривой, обф вЪтви имфють одну общую касательную и потому 0ва 

эначешя величины 5. (тантенса угла наклоненшя касательной), имфюцияся 

для другихъ значен! икса, дълаются равными между собою для того зна- 

ченя 2 = 4, при которомъ имфется точка возврата. 

Кром того каждая изъ вЪтвей, сходящихся въ точкв возврата, въ ней 

обрывается, а потому значенйя чарека, при переходь икса чрезь значеше 

2 — 4, или изь диствительныхь дълаются мнимыми или изь мнимыхть 
дъйствительными. 

Прмтрь. Разсмотримъ кривую (фиг. 136): 

У о ООВ 

‘Отсюда у—= = У а) == @— 8 

Каждому положительному значению игрека соотвфтствуеть равное, но 
противуположное по знаку, отрицательное значене. 
Слфдовательно, кривая симметрична относительно 
оси 2. Послфднее, написанное выше уравнене, 

разбивается на два: 

= ЕЕ ее й, У= + (#— а}= + Ув а) 20127588) 

урона У а 

УлАОААХЬ ЛЬ ЗАЛА АА, у № 
обфимъ сторонамъ оси 2. Возьмемъ производныя оть обоихъ этихъ урав- 

нений: 

Фиг. 136. 

ау _ 3 а5 +; (@#—а) 

4у 3 й 
и 

Эти производныя, дьлаясь при #=а равными нулю, становятся рав- 
ными между собою. При этомъ значеши 2 = а. и 06% величины у дф- 
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лаются равными между собою. Значитъ, при 2 = а, об\ части сливаются 

въ одной точк и имбють въ ней общую касательную. Остается испыталь 
только, не будуть ли 0бЪ величины у переходить изъ мнимыхь въ дЬй- 
ствительные при переходь икса чрезь 2=а. Въ самомъ дфлЪ уравнешя 
(354) показываютъ, что для 1 < а игреки имфютьъ мнимое, а для > а 
„дЪйствительное значене. Итакъ: кривая у? = (2 — а), (фиг. 136), иметь 

точку возврата при 2 = а. 

Точка остановки. 

$ 195. Разсмотримъ кривую: 

у=е*. 

При 5 = 0 игрекъ = со. Если будемь 2 увеличивать оть 0 до ©, 
Ю 

то у будеть уменьшаться оть со до =>, то есть до в? равнаго 1. Итакъ, 

при положительныхь & имфемь вЪтвь АВ (фиг. 137), и только ее, по- 

тому что для каждаго значешя икса изъ даннаго уравнешя получается 

по одному только значению игрека. Будемъ теперь разсматривать отрица- 

‘тельныя значеня икса. Положимъ для этого 

5 = — т. Тогда ув 

тдЪ т есть абсолютная величина икса. 

При т = 0; получимь: 

нам а > Фиг. 137, 

слфдовательно, кривая имфеть точку въ начал (0, 0). Съ возрасташемъ же 

абсолютной величины т икса знаменатель дроби —; уменьшается, и по- 

1 сы 
увеличивается. Итакъ, кромф вфтви 428, имфется еще вфтвь тому у = 

ет 
О. обрывающаяся въ началь координать, такъ какъ мы видфли, что при 

положительныхь 2 получается только вфтвь АВ. Итакъ вЪтвь ОД) имфеть 
точку остановки въ начал координатъ. 

Угловыя точки. 

$ 196. Примбръ угловой точки видимъ въ кривой (фиг. 138): 

Ея у= то 

1-е" 
о 

При 2 — 0 получимы у ов = 0. Значить кривая проходить 
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чрезь начало ©, 0). Раздфаивь 06% их уравнешя кривой на 2, полу- 

плим: = . Имфемъ Е = въ точкахъ, весьма близкихь 

1+ 
къ началу, потому что въ нихь у и х безконечно-малы, такъ какъ кривая 
проходить чрезъ начало. Итакъ 

КИ . 1 1 
У а Е а 1 --© 

1-не 

Значитъ, при положительныхт 2 получается 

часть Бривой, проходящая чрезъ начало. Ка- 
х 

р сательная къ этой части въ началь коорди- 
нать совпадаеть съ о 2, такъ какъ, при 

= 0. производная 4 и = 0. 

. Разсмотримъ Иа. значеныя икса, 
Фиг. 138. р 

Для этого назовемъ абсолютныя значешя икса, 
чрезь т во второй части уравненя кривой, такъ что т = — 2; и: 

Е а 
9 - ЗЕ 

1-не " 

При х = —т =0, получим: 

т ат ы = 
о ан ВН о 

Итакъ для вЪтви, идущей въ области отрицательныхь иксовъ, “= =1, 

но эта вЪтвь тоже проходить чрезь начало. Значить въ началв кривая 
имфегь двЪ касательныхь къ двумъ сходящимся зд®сь вЪтвямъ; одна изъ 

касательныхь направлена по оси 2; другая же наклонена къ оси д подъ 

угломъ $, для котораго {7$ = 5; = 1; 10 есть ф = 45°. Кривая имЪеть 

видъ, изображенный на (фиг. 138), съ уовою точкою въ начал\. 

Кратныя точки. 

$ 197. Какъ примфръ кривой; имбющей кратную точку, разсмотримть 
кривую (фиг. 139 

У = — а) (#— 5), 

въ которой а < 6. : $ 
Изь уравненя кривой находимъ: 

У =У@-—® а) (#— 6) = (= 2 & ь). .. . 855) 

Это уравнене показываеть слфдующее: ордината у имфеть 2 значешя 
для каждаго 2; слфдовательно, кривая симметрична относительно оси 2. 
При 2<а для у получаются мнимыя значешя. При 2=а ордината /=0. 
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Значить, кривая’ начинается оть точки, для которой 2 =а (фиг. 139» 
и идегь отъ этой‘точки двумя вЪтвями по обфимъ сторонамь оси 2. При 

измфнени икса оть 2=4 до = кривая идеть по 06 стороны оси &. 

Но при 2 = оба значешя игрека обращаются въ нуль. Такимъ обра- 

зомъ получается овалъ. При дальнЪйшемь увеличени 2, то’ есть йри 225, 

множитель (2—5), въ уравнеши (355), двлается отрицательным, волЪд- 

стве чего знакъ второй части уравнешя (355) изъ == обращается въ ==. 

значить вЪтви овала переходать, каждая, съ одной стороны оси 2 на дру- 

тую и затмъ у все увеличивается, не дфлаясь мнимымъ. Видъ кривой 

уже опредлился. ЭТИМЪ изслдованемъ. Нужно еще изслвдовать, какъ идут» 

касательныя въ точек В при 2 = 6. 
Дифференцируя уравнеше (355), получимъ: 

ау : @-В(и-—а- яш = @—@®' + — . 

При 2 = второй члену, правой части уничто- 

жается и остается: 

4у 
4х - 

То есть въ точкЪ В (при 2 =5) производная и (равная тангенсу угла 

наклонешя касательной) имфеть 2 значеня: 

= == Ух Фиг. 139, 

Итакъ въ точкЪ В имфются двЪ отличныя одна оть другой касательныя. 
Кривая представляегь фигуру (фиг. 139) съ кратною точкою въ В. 

Отдъльная точка. 

$ 198, Существоване отдЬльной точки мы покажемь на кривой: 

у = (#— а) (#— 0, 

въ которой а < в. 

Изъ уравнешя вривой находимь: 

= = (#--а.У— 2. (356) 

Изъ этого уравнешя видимъ слфдующее: для 

каждаго 2 получается по два значешя игрека; 
слВдовательно, кривая симметрична, относительно 
оси 2. При 2<с кривая ‘не имфеть дЬйствительныхь точекъ, кром той. 

которая ‘получается на’ оси 2 при х = а. Шри 2 = с кривая ‚иметь. на 
оси 2 точку с и при дальнфйшемъ ‘увеличеши_икса расходится изъ с/о 

Фиг. 140. 



— 156 — 

«бфимь сторонамь оси 2. Итакъ кривая имфеть вфтвь ММ (фиг. 140) 
и совершенио отдъльную точку А, для которой 2 = а; у = 

Вляне параметровъ. 

$ 199. Въ настоящемь параграфф мы покажемь ваянше величины па- 
раметровь на такомь примфрф, который охватываеть примфры, данные 
въ $5 194, 197 и 198; а именно: разсмотримъ строеше кривой; 

1 = (&— а) (#— В) (2—6), 

»ъ которой а В < с. Изъ уравнешя кривой имфемъ: 

у= = Ува) @&—@— 5. .....659) 

Два знака передъ радикаломъ показываютъ, что для каждаго икса орди- 

ната У имфеть два равныхъ и противуположныхъ значешя; слфдовательно, 

вривая симметрична относительно оси 2. 
Ордината у обращается въ нуль, всяый 

разъ. какъ стоящй въ правой части 

уравнешя (357) радикалъь обращается 

въ нуль, то есть: при 2=а, при #=5. 
при 2=. Значитъ: кривая пересфкаетть 
ось 2 въ точкахъ А, В, С (фиг. 141). При 

2 < а для у получаются мнимыя значения, 
потому что всЪ три множителя (х — а), 

{#— 1), (&— в) пи «<аиприа<ь<с отрицательны, а слЬдовательно 

и произведеше, стоящее подъ радикаломъ, отрицательно; значить кривая 
не имфеть точекъ при 2<а, При х==а она, какъ сказано выше, иметь 

точку А на оси 2. При а<х< кривая распространяется по 00% сто- 
роны оси и замыкается въ точкЪ В, лежащей на оси 2; значить кри- 

зал имфеть оваль АВ. При < хе множители (х — а), (2—5) поло- 

жительны, но множитель (2—е) отрицателенъ; значить кривая оть #=6 
20 д = с онять не имфеть точекъ. При х = она, какъ сказано выше, 

имфеть точку с на оси =. Съ дальнфйшимъ возрастаемъь икса у все 

время имфеть два равныя и противуположныя дфйствительныя значеня: 

<лфдовательно, начиная оть С, кривая распространяется по 06% стороны 
оси д частями, симметрично-расположенными относительно оси г. 

Если въ уравнени нашей кривой положить 6 —с, то получимъ урав- 

нене у? = (2 а) (5—6), изслвдоваше котораго въ $ 197 показало 

<существоваше кратной точки (фиг. 139). Здфеь точки Ви С фигуры 
141-ой слились. з 

Если въ’ уравнеши (357) положить $ = а, то получимъ уравнене: 

У = — @* (2—8), 
изолЬдоваше котораго въ $ 198 показало существоване отдёльной точки 

‘(фиг. 140). ЗдБеь оваль АВ фигуры 141 слился въ одну точку А. 

Фиг. 141. 
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Если въ уравнеши (357) положить а = =, то получимь уравнене; 

и=@— 2), 
изсяфдоване котораго въ $ 194 показало существоване точки возврата 

(фиг. 136). Здфеь оваль АВ фигуры 141-0й слился въ одну точку А, и 
съ этою точкою слилась точка 0. 

Такъ изъ одной фигуры 141-0й получаются ея разновидности, благо- 

даря только измфненйю параметровъ а, 6 и с. 

Изслвдован1е свойствъ нзкоторыхъ кривыхъ, 

Вступленге. 

$ 200, Съ запасомь свЪдЬиШ, полученныхь въ предъидущихь пара- 
графахъ, приступимь къ изсафдованю нЪкоторыхъ кривыхъ: это послу- 

жить м расширено наших, геометрических свфдЪн! и будеть, съ дру- 

гой стороны, упражнешемъ въ примфнени изложенной теор. 

Сначала понолнимт, геометрию коническихь сфченй, изложенную в 
1-ой части, 

Касательная эллипса. 

$ 201. Приложимъ дифференщальное исчислене хь эллинсу: 
РО у 
1 =о= 4$). я 53 1, у) 

По (263) имфемъ: 
97 

ВИТ, ро Хх! 
ГАНЫ ДИ ео 

ду = 
Изъ уравнены эллииса получим: 

бДисм аа 9. —. 2у 

Оса” ду, 10 

Слудовательно, по (261): 

По $ 173-му уравнеше касательной таково: 

9/ 4 на = (Хо э-+ ду (Е —У = 0. 

Вставляя сюда полученныя выше величины частныхъ производныхъ, по 

лучимь: о р 

мячи Ну) =о 

я 2х2 2 2 ау 
В а $: 
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Сокращая на 2 и зная изъ уравнешя эллипса; что а 

чимъ уравнеше касательной къ эллипсу въ такой форм: 

й = 1, полу- 

а, ин ИОВ) 

Если въ этомъ уравнени сдфлать У ==0, то получимь = с: звели- 

чину, независящую ни оть у, ни отъ $. Значить касательных (фиг. 181), 

проведенныя при одномъ и томъ же х къ эллипсамъ, имбющимь то же 

направлеше осей и ту же большую ось а, 

пересфкають ось х въ одной и той же 
точкф. Къ такимъ эллиисамъ принадле- 

жить и окружность, описанная изъ цен- 
тра эллипса радусомъ а. Отсюда выте- 

каеть такое построене касательной в 

эллитсу вь данной ею точкъ т (фиг. 142): 

проводим чрезъ точку М. нерпендику- 
ляръь къ оси 2; въ точкЪ М’ его пере- 

офченИя съ упомянутою окружностью, про- 
водимъ, по извЪстному правилу, каса- 

тельную къ этой окружности; прямая 
ТМ, соединяющая точку пересфчешя касательной къ окружности и оси 2 ° 
<ъ точкою М и будеть искомая касательная, 

Фиг. 143. 

Сопряженные даметры эллипса. 

$ 202. Мы видфли въ $ 37-омъ, что каждый даметрь дфлить хорды 
параллельныя сопряженному съ нимъ даметру пополамъ. Касалельнал, 

проведенная въ концЪ даметра 

ММ’, есть предЪль такихь хордь 
и потому тоже параллельна, да- 

метру №№’, сопряженному съ М" 

(фиг. 143), Пусть (2, У’) суть ко- 

ординаты конца т даметра ММ", 

Уравнене касательной по (358) 
будеть: 

Хо, ХУ 
Г 

Уравнеше сопряженнаго съ ММ 
ке №№', какъ уравнеше прямой, параллельной къ касательной 
Е : В 

—- — › будеть по условно 2 ==» параллельности (формула 

(35)) таково: 

=. 

Фиг. 143. 

ан «1 (650) 
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оно отличается отъ уравненя касательной въ точк$ 2 только отсутстыем 

постояннаго члена. Назовемъ чрезъ 6 уголь наклонен этого даметра, ММ" 

къ оси <, Изъ его уравнешя слфдуетъ: 
р 

\ гу’ 

нана даметра М2’ по (3) таково: 

у =. 4и, 

90 = — 

тдЪ 6’ есть уголь наклонешя ММ’ къ оси 2. Отсюда: у 
‚ 

00 = у . 

Найдемь по даннымь координатамь (2, у’) конца т даметра ММ" 
координаты (2”, у") конца п. сопряженнаго ему. даметра №№, Точка я 
есть пересфчеше лини: 

а = 1 элаиисъь г а = 1 олдиись, 

р + = 0 сопряженный даметрь по формул (359). 

Рыпая совмфетно эти два уравненя, получим: 

ны 
весия 

1-ая теорема Аполлоня. 

$ 203. По формудь (21) разстояше от (фиг. 143), которое мы назо- 
вемь чрезъ а’, будеть удовлетворять равенству: а? = 2”? -- у”. Точка 
(2, у’) лежить на эллипс; поэтому: 

и? 
инь 

откуда: 2 
р "=8 (а — 2”). 

Вставляя эту величину У? въ найденное уравнеше: 

аа + уз, 

получимь: 
а — 6 а — а Е а", НН (1:1 

тлЬ эксцентриситеть е = . Подобнымь же образомь опредфлимъ 

`разстоян!е ой, которое двовамо чрезъ В'. Именно: 

9 а у". 
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Ветавляя сюда вмфсто (2”, У’) ихъ величины изъ (360), получим: 

2 2 ь 1 ву" + В енто 

2—9... 0682) 

Складывая (361) съ (362) получим теорему Аполлон: 

а = + $. 

Сумма квадратовь сопряженныхь полубаметровь одинакова для всъть 
парь сопряженныхь полудбаметровь и равна сумм квадратовь полуосей 

эллитса. 

Разстояше центра эллипса отъ касательной. 

$ 204. Уравнеше (358) касательной къ эллипсу въ точь? (2, у’) таково: 

Координаты центра суть (0, 0). Для опредфлешя разстояя центра (0, 0) 

эллипса отъ касательной слфдуеть поэтому положить №ъ (45): 

... (63) 

Фит. ЧАА. Знакъ беремь -= потому, что раз- 

стояне считаемь положительнымь (фиг. 
144). Помноживъ числителя и знаменателя второй части уравнены (363) 

на аб, ‘получимь: 

Но, по (362), стоящая подъ радикаломъ величина = 6. Сл®довательно: 

=. отн 200) 

Уголь , составляемый двумя сопряженными даметрами эллипса. 

$ 205. Опредфлимъ уголь $. заключенный между сопряженными да- 
метрами а’ и 6" (фиг. 145). 

Этоть уголь равенъ углу, составляемому касательною, проведенною 
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въ конць а’ съ а’. Опустивъ (фиг. 145) изъ центра перпендикуляръ на 
эту касательную, получимь изъ образуе- 
маго при этомъ прямоугольнаго треуголь- 

ника: р 
зтф = г" 

Вставляя сюда величину р изъ (364), по- 

лучимъ: % 

31 = пу. ща» + (865) 

2-ая теорема Аполлоня. 

$ 206, Изъ (365) непосредственно получимъ 2-ую теорему Аполлошя: 

в фене. $ ао. 66) 

Площадь треуюльника, образованнаю двумя сопряженными полуда- 

метрами эллипса м хордою, стязивающею иль концы, одинакова ддя весь 

пар» сопряженныхь даметровь и равна 2 (фиг. 146). 

Эта теорема, можеть быть выражена. и такъ: илощадь зараллелорамма, 
построеннаю на пар» какихь бы то ни было сопряженныхь аметровь 

есть, для даннало эллипса, величина постоянная и равна площади прямо- 

— А Ц 
Фиг. 146. Фиг. 147. 

зузюльника, построеннало на осяхь, потому что эти параллелограммы сла- 

гаются изъ треугольниковъ, о которыхъ говорится въ первой редакщи этой 
теоремы (фиг. 147). 

Знаменитый гречесьй геомегрь Аполлонй, живший въ началь И1-го 
стольмя по Р. Х. вь Александрш, доказаль 06% теоремы 8 203, 206 эде- 

ментарнымь путемъ. 

Разстояшя касательной эллипса отъ фокусовъ. 

$ 207. По формул (45) получимь для разстояшя оть фокуса эллипса , 
(е, 0) до касательной = = т = 1 сябдующее выражение: 

Ре 

я 

ш 

Делоне.—Высшая математика и механика. и 



Но по (363): 

и по (364); ты 

2=у. 

Слфдовательно искомое разстояше == 

сх'\ аф ъ ГМ ь 

( т =) У (. =) О 
По (81) формулЪ, называя радусъ-век- 

торъ чрезъ ”, имфемъ: а —е2' =” Итакъ 

искомое разстояне = р "= ЕТ (фиг. 

148) или: 

ТЕРРИ вв, : 861) 

Фит, 148. Точно такъ же найдемь: 

ЕТ = с еее. нЕ? РМ. ... (868) 

Перемножая, получим: 

ЕРАЕУи = я (а-н е2) (а — ех') = я Е. 

Но по (362); 6? — 2 = {", 

Слфдовалельно: ТО ПА 

произведен разстолнй фокусовь эллипса оть касательной равно квадрату 

малой полуоси. 

Равенство угловъ, составляемыхъ касательною эллипса съ радусами- 
векторами точки касаня. 

$ 208. Прямоугольные треугольники ТГ и "ТМ (фиг. 148) и фор- 
мулы (367) и (368) дають: 

эн рт = ЕТ, 
"р 

зт Е'МТ' = Е "т = : > 
я ь 

ОлЪдовательно: зт ЕМТ = эт ЕМТ' 

Итакъ: умы, образуемые касательною с» радусами-векторами, равны 

‚между собою. 
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Радусъ кривизны эллипса. 

$ 209. Изъ уравнешя эллицса = = 1, получаемъ: 
в 

У, @ 
д’ бу в 

у 
2 6 
У 4 в 
ду 

Фи, _ _в* ) 

а а 

Вставляя найденныя величины $. С въ (340), получимъ: 

(#) } 1 фа ь 
аа) | а] нач 
ыы ИТ Го а 

Фа гу 

Координаты центра нривизны эллипса. 

$ 210. По правилу 2-ому $ 188-го для нахождешя координать Е и м 
центра кривизны нужно опредфлить фи и изъ уравненй: 

аи я @—П-+-ч=0....., - (842) 

1- (*)-ъ маи о. 2 ое а, #10888) 

ры ть опредфаенныя въ предъидущемь 209-мь параграфЪ вели- 

ЧИНЫ д; И даа, ПОЛуЧимЬ изъ уравнешя (343): 

Чи, 
РЕ: (ау 6“) у. 

а 
Замфняя здфсь 2’ по формул 

2 
2 у) 

выводимой изъ уравнешя эллипса, ее = 1. получимъ: 

ача -ы Бла? (68 пу @—ву-ч-ы уе = У у Е 2 

А 
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Полагая а? — 6° — с°, получимъ: 
гу 

уУ—и=у- 5, 

откуда: -Е 

==; . он ыы 2809) 

воть ордината центра кривизны эллипса. Найдемъ теперь абсциссу. Для 
г] 

этого, благодаря симметри уравнешя эллипса 3 --; = 1, достаточно 

замфнить въ (369): а чрезъ В, $ чрезъ а, 2 чрезъ у, у чрезъ 2, помня 

только, что тогда вмВото с? = а? — 6 придется поставить — с° = 6*— а. 
Получим: 

62 
.=5 ЗО) 

Такова абсцисса центра кривизны эллипса. 

Развертка эллипса, 

$ 211. Въ (369) и (370) даны координаты центра кривизны эллииса, 
соотвфтотвующахго его точкЪ (2, у). Исключая 2, у изъ этихъ уравненшй 

(369) и (370) и изъ уравнешя эллипса, получимь геометрическое мвето 
вовхъ его центровъ кривизны. Для такого исключешя достаточно внести 

въ уравнен!е эллицса. велинины 2 и у, опредфаяемыя изъ (369) и (370). 
Получимь сначала эти величины: 

Даля упрощешя выразимъ постоянныя части одною буквою. Получимь: 

М дй = Ви =1. 

я Изслфдуя это уравнене развертки эл- 

Их лиса, можно было бы замфтить, что она. 

& имфеть видъ жира (фиг. 149). Съ каждой 

и. ея четверти развертывается четверть (ква- 
дранть) эллипса. 

Мы нашли уравнеше развертки подста- 
новкою въ уравнене эллипса величин 

=, у, опредфленныхь изъ (369) и (370). Но не трудно видВть, что этотъ, 

способъ тождественъ съ общимь способомь исключешя 2, у, предложен- 

Фиг. 149. 
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нымь въ $ 188. Мы здфсь опредфлили хи у изъ (369) и (370), но для 

этого пользовались уравнешями (342) и (343), а залЪмь подставили, у 

въ данное уравнене; въ $ 188 мы исключали 2, у изъ уравненй (342), 
(343) и даннаго. Очевидно это одно и тоже. 

Касательная гиперболы. 

$ 212, Изъ уравнения: / (2, у) = тех т — 1=0 гиперболы вычи- 
сляемъ; 

97 (2, У) _ =. 9, у) 2у. 
УЗИ а = ы 

Слудовательно по (261): я 

6, 
а= , КА те ау 

ву 
Вставляя эту величину въ общее уравнене (302) касательной: 

; __ 4% ю 
(У—=щ М —3), 

получимь: 

У—у= гл (Х 2), ши: (У—уду= 92 (Х — 2), 

Ха Уу 2 у 

о. И 

Но по уравнен!ю гиперболы величина, стоя- 

щая здфсь, во второй части = 1. Слфдо- (ел ) 

вательно, уравнеше касательной гиперболы 

таково: 2 ту 5 

а? й $ 

Здьсь Х, У суть текупйя координаты ка- 
‘сательной, 2, у — координаты точки каса- 
ва (фиг. 150). ны 

Ассимптоты гиперболы. 

$ 213. Выведенное нами уравнене Е — — 1 касательной къ ги- 

перболЪ показываеть слфдующее: касательная можетъ быть проведена и 
чрезъ центръ гиперболы (0, 0), если только положить координаты точки 

прикосновешя (2, у) равными безконечности. ДЪйствительно, если каса- 

тельная проходить чрезъ начало координать (взятое въ центрв), то ураз- 

еше касательной должно быть удовлетворено при Х=0; У=0, Тогда 

во будеть: 
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Это можеть быть только въ томъ случаф, если 2 = 05; у = со, по- 

тому что тогда получимъ: 9-е = 5.2 = 1, что, по неопредфленности 

выражен! 0. оо, можетъ быть вфрнымъ. Но мы видфли уже въ $ 45-омъ, 

что прямыя, наклоненныя подъ угломъ ф, для котораго #7 ф === ы ‚ ветр\- 

чаютъ гиперболу въ безконечносети и что он называются ассимитотами; 
теперь мы видимъ, что ассимитоты касаются гиперболы въ безконечности. 
Уравнешя ассимптоть будуть таковы: 

У=- 

потому что онф проходять чрезъ начало и {9ф = == .. 

Перенося члены этихъ уравненй въ одну сторону, получимъ: 

ры. Е 
РИ ву Не 

перемножая ихъ, получимъ: 

2.6 у? 

в и- 
Это уравненше представить собою совокупность обфихъ ассимитотъ; 

оно рее если отбросимъ постоянный членъ въ уравнений гипер- 

болы: ж— в = Т 

Радщусъ кривизны и развертка гиперболы. 

$ 214. Поступая совершенно такъ съ уравнешемъ . = = аль 
и 

- перболы, какъ мы дфлали съ уравне- 
у немъ эллипса въ 5% 209—211, полу- 

чимъ для гиперболы: 

з 
(ф\аа -- ау)" + 

Р=^ щи — Русь кривизны; 

з з 
АЁ — Ви? =1  уравнеше развертки. 

Развертка гиперболы состоить изъ 

вфтвей тир и 95 (фиг. 151), распро- 

Фиг. 151. страняющихся въ безконечность. 

Касательная параболы. 

$ 215. Найдемь уравнеше касательной параболы: у? = 2рж. Напи- 
шемьъ его такъ: 

Луну — Зе = 0. 



— 467 — 

Вычисляем: 

4 о ЧА ао 24. 2 
95 25; ду — "1 у’ 

Вставляя эту величину въ общее уравнеше касательной (302). получимъ: 

У =? (Х— 2); у у 2) 

или: Уу— у =рхХ — ра. 

Подставляя сюда вмЪсго рф его выражене 8 . взятое изъ уравнешя па- 
раболы, получимъ: 

2 
уф у=рх—#, 

или: ы 

ра . Х-+ И . 

Сравнивая это уравнеше касательной параболы съ уравнешемт 

у = -б 

прямой, пересЪкающей ось у на разстояви 6 отъ начала, (7), заключаемъ, 

что касалельная параболы отсфкаегь оть оси у отрёзокъ . вдвое мень- 

ш ординаты точки касашя (фиг. 152), именно: 

он — 5. Изъ треугольниковъ овВ и АтВ, 

оказавшихся при этомъ подобными, слфдуеть, 
что ОА —= ОВ. Итакъ: касательная параболы 

| переспкаеть ось 2 на разстоящи от» начала 
равном» абсциссь точки касатшя. 

Отсюда вытекаеть простой способъ по- 

строешя касательной къ параболф въ точк\% 2%. 

Для такого построешя надо опустить изъ т 
ординату, отложить въ сторону отрицатель- Фиг. 152. 
выхь иксовъ абециссу ОВ = ОА и соединить 
точку В сь т прямою, которая и будеть касаться параболы въ точк® и. 

Равенство угловъ, составляемыхъ нормалью параболы съ радусомъ- 
векторомъ и съ прямыми, параллельными ея оси. 

$ 216. Мы видфли, что для параболы я = т: такова величина тан- 

тенса угла наклонешя касательной. Тангенсъ угла наклонешя нормали бу- 

Зеть. по условшо (36) перпендикулярности, таковъ: #1 ф = — = тд8 ф 

чтоль наклонешя нормали ти (фиг. 153). Такой же тангенсь будеть у 

за © —(180— $), составляемаго нормалью съ прямою А параллель- 

в оси параболы. Найдемь теперь {9 (Ёт»), тдЪ Етп = углу, состав- 
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ляемому нормалью съ радусомъ-векторомъ Ет, проведеннымъ въ точку 

изъ фокуса Р. Координаты т суть (2, у); координаты Ё суть (. 0) Е 

Слфдовательно, уравнеше радтуса-вектора Ет по формуль (18): 

би) р я, Е = а: 

будеть: р. 

= з- =; НО) 
тж 5 = 

Извфстно изъ (6), что здесь коэффищенть при иксф есть тангенсл, 

угла наклонешя прямой, выражаемой 

этимъ уравнешемъ (371). Итакъ: 

у в Е") = у о 9 (тЕп) Е 
&—Ё 

+ 2 

исключивъ отсюда при помощи уравне- 

ня параболы 2, получимъ: 

2 ЗРУ 9 (тЕп) = = яя 

Фиг. 153. 

— тангенсь наклонешя вектора Ёт. Зная тангенсъ наклонешя нормали 

9$=— |: и тангенсь наклонешя вектора {9 (т) = 2, „ полу- 

чимъ по формул: 
ЕК 
А 

19 (Етпт) угла, составляемаго нормалью съ векторомъ: 

2ру Я 

Ур р ру Ру 
19 (Ет) = ет = ы = и 12 рб) 

ур 

УШ). у 
—Р-+Р’) р 

Но мы видфли, что #1 ф = — = Слфдовательно: 

190 = 9 = 9 (Ет) 

урлы, составляемые нормалью сь радбусомь-векто- 

ромь и с» прямою, параллельною оси х, равны между вобою (фиг. 153). 
По закону физики: уголь падевя луча равенъ углу отраженя. Слфдо- 

зательно, въ параболическомъ зеркал лучи, выходяе изъ фокуса, отра- 

Фиг, 154. 
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‘жаются по прямымъ, параллельнымь оси; и наобороть: падающие на зер- 

кало, параллельно оси, лучи собираются въ фокусф параболы (фиг, 154) 

(въ сферическомъ же зеркал существуеть сферическая аберращя, то есть 
неполное совпадеше лучей въ фокус$). 

Архимедова спираль. 

$ 217. Разсмотримъ видъ кривой, уравнене которой выражается въ по- 
лярныхъ координатахъ такъ: 

=... .. ео + (172) 

‘радус-векторь пропоригоналень полярному зплу. Ясно, что кривая имфеть 
видъ спирали, и такъ какъ, съ увеличешемь ф до безконечности въ (372), 

и » увеличивается безконечно, то спираль рас- 
пространяется въ безконечность, дфлая безконеч- 
ное число поворотовь около полюса 0. Точки 

пересфчешя ея съ полярною осью ОЛ будуть 

лежать на разстояяхь 

у, = 265; г, = 4ат; Ват, А 

_и такъ далфе. Эта кривая (фиг. 155) называется Фиг. 155. 

‘архимедовою спиралью. 

Уголь 6, составляемый радусомъ-векторомь съ касательною, опред\- 
ляется по дифференщальной формул 

ив 7. неа 

Здвсь: #90 = > — $, потому что изъ уравнешя (372) этой спирали 
слйдуеть: а _1 

= а` 

Наоборотъ: и = — а. Дифференцируя еще разъ, получимъ: аа 0. 

Вставляя эти величины въ формулу: 

ый 4 
43? 

получимъ для радуса кривизны одной: спирали выражеше: 

_ ое. 
ПР - 2? 

Подставляя вмфсто х равную ему величину аф (по уравнению спирали 
х = а$). получимъ: 

з з 
__ [42° р а? (9 1) а (91 

ата 20° — а (9-2) фа ^ 
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Для выраженя уравнешя Архимедовой спирали въ прямоугольных 

координатахь, нужно въ ея полярномъ уравнеши х = аф, вмфсто ги $, 
подставить ихъ выражешя чрезь 2, у при помощи формулъ: 

Изь (78) имфемъ: 

х = ай (= | 
ре вн (=) 

Вотавляя въ уравнеше ^ = аф, получим: 

ИУ - у =а. ат (=). * 

Изь сравненя этого сложнаго уравненя съ простымъ уравнешемъ: 

у = аф видна польза полярныхъ координатъ. Существуюгь кривыя, удобнфе 
выражающяся въ прямоугольныхъ координатахь, но зато друмя кривыя 
выражаются удобнфе въ полярныхъ координатахъ. 

Логариемическая спираль. 

$ 218. Разсмотримъ такъ называемую логариомическую спираль, опре- 
двляемую уравнешемъ 

И Я аеме ла ОВ 

Эта спираль называется логариемическою, потому что изъ ея уравне- 
шя слфдуеть: ф = 9”. Что она имфеть 

/ видъ спирали, видно изъ уравнешя ея 
(373), въ которомь при увеличивани ф 

т увеличивается и х (фиг. 156). 

Вычисляемъ: 

т 
ё м, ыы . А. 

4$ 4$ 4" ? 
Фиг, 156. 

Опредфлимь уголъ 9, составляемый ра- 
дусомъ-векторомъ съ касательною; по формул (349) имфемъ: 

ха 
100 = ах 

Подставляя сюда [найденную величину = получимъ: 

1 
9б=т.— $4 #8 ' 

но по уравненйо кривой х = е?, СлЬдовательно: 

190=1; 8 = 45°. 
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Итакъ: в лориомической спирали касательная (а слфдовалельно и 
элементь кривой) составляет» постоянный уюль с» радёусом» вектором. 

Такимь же свойствомь обладаеть логариемическая спираль болфе об- 

щаго вида: 

И НК И,. да . (874) 

Для нея: 

з 
7 — теме; 4 тает; т. 
4 4 4" те"® 

1 1 
Ву. Е ава но = . (375 

9 7 те"? т и 

Это свойство двлаеть логариоми- 

ческую спираль удобною дая выдф- 

лывашя вращающихся ножей съ лез- 
в\емъ, сдЪланнымъ въ видф этой кри- 

вой: такой ножъ, вращаясь около по- 

люса о (фиг. 157), врЪзается въ раз- 

р№заемое тВло АВ подъ постоянным 
угломь ® (все подъь однимъь и тЬмъ 
же угломь при вращени ножа). Таже ножи употребляются, напримфръ, 

въ соломорЪзкахъ. 

Фиг. 157. 

Радусъ кривизны логариемической спирали. 

$ 219. Для опредфлешя радуса кривизны логариомической спирали 
преобразуемь нЪоколько полученныя нами въ $ 218 производныя, под- 

ставивъ въ нихъ вмфето е”"? величину х (уравнеше спирали и = в”). 

Получимъ: 

4 _етф ти. "7 — пруто — ж=те ? — т; те = 

Подставивъ эти выражешя въ 
3] 

| = (“) | 
— еее нны (352) 
2 () В, КЕ 

4$ 4" 
получим: Е 

ВЫ = (1-5 и? ку 
Рая я — паж "ИТ" 

РЕЯ - ол. 360 

Величина УТ - м? постоянная; слфдовательно р пропорщюнально ». 
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Развертка логариемической спирали. 

$ 220. Нахождеше уравнешя развертки логариемической спирали въ 
простой форм сопряжено съ нфкоторыми затруднешями, но результать 
получится необыкновенно красивый. 

Пусть МК (фиг. 158) есть направлен!е радуса кривизны въ точ 2 
спирали. Возставимь изъ полюса О 
периендикуляръ ОК. Изъ прямоуголь- 

наго треугольника ОКМ имфемъ: 

МК =И 00°. 
Но ОМ =+* 

Фиг, 158. ой = +9 (ОМК) = с090 = 

198 по (375 равенъ 2 Слфдовательно: ой = т". Поэтому: 

МКЕ=Ув-т = гИчт. 

Но, по (376), мы имфли: 

р=и 1-я”. 

Слфдовательно: 12/К = р. Итакъ центръ кривизны лежить на пересфчени 

нормали съ прямою ой, проведенною изъ о перпендикулярно къ”. Этотъ 

результать отчасти подсказывалея формулою (376), почему мы и попро- 

бовали его провфрить приведеннымь вычисленемъ. 

Для нахожденшя развертки изберемь другую полярную ось ОВ накло- 
ненную къ прежней подъ угломъ , который пока считаемь произволь- 

нымъ. Назовемь новый полярный уголь чрезъ ф'и величину ОХ чрезъ ›*, 
такъ что 

И =Жи. 00106 = тк = т"?...... (377) 

Изъ чертежа, замфчая, что уголь при ® прямой, видимъ: 

О ® ’ т ф+а=ф-о, откуда Фа — 5 

вставляя эту величину ф въ (377), получимъ: 

= тем’ --т(а— 2). 
или: 

/ 7) 
ИР. т" (- М 3. . -- (818) 

Пока я у насъ произвольно, и мы можемъ всегда подобрать для’ него та- 
С 

кую величину, чтобы те” (5) равнялось единиц; для этого стоить 
только, положивъ: 

те ( сы 1, 
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логариемировать, при чемъ получимъ: 

т + т ( — :) ==. 

и отсюда опредфаить: 

т 

Воть при какомъ а величина те” (-5) равна 1. Но тогда (378) обра- 
щается въ; 

По ар АЕ 870 

Итакъ: геометрическое мфсто центровъ Х кривизны, то есть развертка 

логариемической спирали, есть тоже логариомическая спираль, только та- 
кая, въ которой углы $’ отсчитываются оть новой полярной оси, накло- 
ненной къ прежней подъ угломъ 

Значить спираль (379) есть не что иное какъ данная спираль, поверну- 

тая на уголь, равный и, 

Вообще форма развертокъ выходить весьма сложная а для логарие- 

° мической спирали развертка есть такая же логариомическая спираль, Ре- 
зультать таковъ: 

Развертка лоариемической спирали есть та же самая спираль, но 

иначе расположенная. *). 

Мы впослёдетви увидимъ, что есть другая кривая, обладающая та- 

кимъ же свойствомъ. 

Гиперболическая спираль. 

$ 221. Спиралей существуетъ безчисленное множество, кром® наиболфе 
замфчательныхь архимедовой и логариемической. Изъ числа, другихъ спи- 

`ралей упомянемъ о спирали зиперболической, выражаемой уравнешемъ: 

я. 

ТГиперболическою она называется по аналоги съ гиперболой, отнесенной 
Еъ ассимптотамъ (96), имфющей уравнеше: 2. у = т?. 

Дфля обф части уравнешя гиперболической спирали на ф, получимъ: 

ж 
"=—. 

Ф 

*} Иванъ Бернулли, открывший это свойство, такъ быль имъ пораженъ, 
‘зочель его символомъ воскресенья метрвыхъ и завёщаль начертить лога- 

спираль на своемъ памятникЪ. 
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Изъ этого уравнешя видно, что съ увеличешемъ ф ращусь векторъ 
‘уменьшается безпредфльно. Слфдовательно кривая 

эта не проходить чрезъ полюсъ 0, какъ это дЪ- 
лають архимедова и логариемическая спирали, 

= но приближается къ нему съ каждымъ новымь 
оборотомь, никогда его не достигая, при ‘чемъ 

Фиг. 159. обороты (спиры) все уменьшаются (фиг. 159). 

Цинлоида и ея построеше по точнамъ. 

$ 228. Изслдуемъ кривую, которую описываеть какая нибудь точка 
обода колеса, катящагося по гладкой дорог. Задача должна быть поста- 

влена болфе опредфленнымь образомъ. Кривая, о’меываемая точкою 

окружности, катящейся по прямой, называется циклоидою. Каташемь 

одной кривой 3 по друюй 8' (фиг. 160) называется такое движение 8, при 

которомь она постоянно касается кривой 3', при чемь точка соприкосно- 

Фиг, 160, Фиг. 161. 

веня проходить на объихь кривыть равныя душ: АВ = АВ’. Перейдемь 

къ изслЪдованию миклоиды, 

Пусть по прямой АВ (фиг. 161) катится кругь ТМ. Циклоидою на- 

зывается кривая АРХО, описываемая при этомъ точкою Р’ окружности 

калящагося круга. Научимся прежде всего чертить циклоиду, хотя чер- 
тить ее можно только при- 
близительно. Но изучать мы 

ее будемъ точно. 

Даля вычерчиван цикло- 
иды достаточно начертить ка- 
тящИся кругъ только въ томъ 

его положенш, въ которомь 
описывающая циклоиду точка 

Фиг. 162. наиболЪе удалена отъ прямой, 

по которой кругь катится. 
Откладываемъ (фиг. 162) оть точки касавшя В этого круга длину В А равную 
полуокружности ВР'Д. Это можно сдфлаль, какъ извфстно, только приблизи- 

тельно, благодаря несоизмфримости числа т. Совершенно достаточное дая 
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приложенй приближене даеть любой изъ описанныхь въ Геометри Да- 
видова способовъ приближеннаго построешя (въ глав} ‹квадратура круга»). 

Дфлимъ дугу ВР'Л на какое нибудь равное число частей. Пусть Р' бу- 
деть одна изъ точекъ дЪлешя. Проводимъ чрезъ Р параллель Р.В’ къ ВА. 
Если Р’ была и-ая точка дфленя, считая оть В, то и на ВА беремъ 

п-ую точку дфлешя №, считая оть А. Возставляемъ изъ № перцендику- 

ляръ къ ВА до пересфчешя въ съ параллелью, проведенною чрезъ Р'. 
Пусть В' есть пересЪчене параллели Р'В’ съ даметромъ В). Отклады- 
заемь ВР = В'Р'. Точка Р будеть одною изъ точекъ циклоиды, какъ 

это видно изъ сравненшя фиг. 162 
съ фиг. 161, на которой изобра- 

женъ катящся кругь въ положе- 

ни МРТ; по построению же дуг: 

МР = АМ, какъ и требуется при 
катаньи. Чфмъ больше число то- 

А 
Фиг, 163. Фиг, 164. 

чек дъленя возьмемъ на ВР’Д, тмъ точнфе будеть чертежь. На фиг. 168 
половина циклоиды построена по точкамъ. На такихъ чертежахь удобно 
отмфчать точки цифрами. 

Собственно полная циклоида состоить изъ безчисленнаго числа дугь 
(фиг. 164) равныхъ между собою, потому что предполатаемъ, что кругъ 

катится по прямой въ безконечную даль. а 

Уравнене циклоиды. 

$ 228. Для вывода уравнешя циклоиды выразимъ отдфльно 2 и у чрезь 
зил» ф = Д РОМ поворота; при чемъ прямую АВ (фиг. 165) прини- 
нимаемь за ось 2, начало беремъ въ А; 2 = АГ, у = ГР суть коор- 

инаты точки Р циклонды. 
Назовемь радусъ катящагося круга чрезь а. Изъ чертежа ви- 

имъ, что: 

«= АГ = АМ— 1. М = дуга МУР РЕ=а.ф— азтф=а(ф — т 9) 

у=1.Р = МЕ = МО — ЕО =а— асвф = а (1 -- 605 $). 

Итакъ: 
= а (ф— 19)... ее... (380) 

Е И ле (381) 

изъ этихъ уравненй $, получимь уравнеше циклоиды слф- 
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дующимь образомъ изъ (381): 

ВЕ 
у аи СА 

откуда: 

Бе ыыы $ — 4765 ( я ) 

Слфдовательно: 

в = ато (1.1) у е, 

Фиг. 165. или: 

а. ше (1) Узи. .... (82) 

Касательная и нормаль циклоиды. 

$ 224, Обыкновенно для изслфдовашя циклонды пользуются не урав- 

нен!емъ (382), но болфе простыми уравненями (380) и (381). 

Изъ этихъ уравненй имфемъ: 

41 = а (1 — 603$) @ф = уф 

4у =а.зтф. 4 =У 249 — у а. 
р, 

Дфля почленно эти равенства, одно на дру- 

тое, получимъ: 
ь х т: а ЕЕ 7 == 

а ыы ... (383) 

Физ. 166. 
р По формуль (307) длина поднормали рав- 

на у Е . Слфдовательно, для циклоиды, она будетъ: 

у 
=У 20у — у =Уу (а —у). 

Послфдняя величина Уу (2а — у), какъ видно изъ чертежа (фиг, 165) 
равна 

УТР. (МТ ТР) =УГР. (МТ МВ) = ИТР. ВТ =УМЕ. ВТ. 

Итакъ поднормаль (фиг. 166) равна средней пропорщюнальной между МЕ 
и ВТ. По извЪстной теорем о перпендикулярЪ, опущенномь изъ точки 
окружности на даметръ, поднормаль равна, слфдовательно ВР = СМ, 

Но если Т,№ есть поднормаль, то Р№—нормаль (фиг. 166). Итакъ: ор- 
маль циклоиды есть прямая, соединяющая описывающую циклоиду точку Р 

с» основашемь № катящилося круа 

Проведя нормаль и возставляя къ ней изъ Р периендикуляръ, полу- 
чимъ касательную, которая пройдеть чрезъ 7, вслфдсте того, что уголь 



МРТ, опирающийся на даметръ, есть прямой (фиг. 166). Итакъ: каса= 

тельная циклоиды есть прямая, соединяющая точку Р, чертящую цик- 
лоиду, с» вершиною Т катяишииося крупа. 

Радйусъ кривизны циклоиды. 

$ 275. Изъ (388) имфемь: 

ау Иа 
15 

4 — БА у 
поэтому: =)! ее 

4%]. - 

Дифференцируя это уравнене по 2, получимь: 

о 49 44 _ 2а Чу. 

^ ах ” у с’ 

или: Фу в 
деи е зар 

Подставляя найденныя величины 4 н 9% зь выражен радуса/ кри- сть у Ы де И ди ыражеше радлуса/ кр! 
вианы (340), получимъ: 

Но 2му (какъ среднепропорцюнальная между 2а и у) равно №Р, по- 

тому что катеть МР есть среднепропорщюнальная ме 
МТ = 32а и ея отрёзкомь у = М№Ю. Итакъ: 

ТАНИ Ч 

Раде» кривизны циклоиды равень удвоенной нормали. 

Центръ кривизны циклоиды. 

$ 226. По правилу. изложенному въ кониф $ 1179-го кривая вогнута, 

если Е отрицательна. Мы видимъ изъ (354), что она отрицалельна: для 

Е Слфдовательно циклоида обращена вогнутостью къ оси 2. По- 

этому р надо откладывать въ направление оть Р къ №, и 

р = 2РМ, 10 центрь кривизны ложить в» точкь К. па 
УК = РМ огь основашя М катящагося круга. 

Развертка цинлоиды. 

$ 227. Найденныя свойства ражуса кривизны циклонды и ся центр 
кривизны дають возможность найти ея развертку слдующимъ’ простым 
твометрическимь разсужденемъ. 

Делоне. Выстёя математика и механика. 12 
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Построимъ_(фиг..167) кругь ММ симметричный и равный кругу 
относительно прямой АВ. Велфдстве доказаннаго равенства; Р№ = №) 
точка Е будеть лежать на окружности этого круга. Вслфдстве ра 

ства хордъ и дуги РУ и №К р: 
Но дуга РУ = АМ; АВ = полуокруж- 
ности катящагося круга. Слфдовате: 

дуга МК = МЕ. Поэтому, когда кр 

МТ будеть катиться по АВ, вругь №. 
будеть катиться по МЕ, и точка 
(центрь кривизны) опишеть циклоиже 
‚АКЕ, равную данной циклоиду, но иная 

расположенную. Итакъ;: развертка (лее 

‚метричевкое мьсто центровь ®] 
циклойды есть такая же, но иначе 

‘расположенная, циклонда. 
Мы видфли въ $ 220-омъ, что подоб- 

нымь же свойствомь отличается лога» 
риемическая спираль, развертка которой есть тоже ‘равная ‘ей, но иначе 
расположенная, кривая. 

Фиг. 167. 

Построене циклоиды дугами онружностей. 

$ 228. Радусь кривизны и центръ кривизны — поняя чрезвычайно 
важныя. Пока мы покажемъ на примфр циклоиды, какую пользу можие 

извлечь изъ этихь понят для построеня (вычерчиваня) кривыхь. Въ 
$ 222-омъ мы выучились вычерчивать циклоиду по точкамъ; но построе 

ше по точкамъ требуеть большаго навыка. Радусь кривизны даеть воз- 

можность чертить кривая какъ рядъ небольших круговыхъ дугь, прове 
димыхъ обыкновеннымь циркулемъ. 

Для вычерчивашя этимъ способомъ циклоиды поступают слфдующимаь. 
образомъ. 

Откладывають на прямой длину АВ равную полуокружности катяща- 

гося круга. ДЪаять АВ на 6 равныхъ частей. Строять окружность катя-_ 

щагося круга касательную къ АВ въ точкь А (фиг. 168). Дфаять полу-_ 

окружность 47 на 6 частей и соединяють 4 съ точками дфленыя. полу 

окружности прямыми. Чрезъ точки дфленя прямой АБ проводять пра- 
мыя параллельныя проведеннымь чрезъ точку А. Эти прямыя обогнуть 
развертку АЕ. Принимаютъ послфдовательныя взаимныя пересфченя: е 
т, п, р, а, Е этихъ прямыхь за центры: изъ { описываютъ дугу Аа ра- 

дНусомь 14; изъ т описывають дугу а ралусомь тм; изъ ® описывают 
дугу 6е радусомъ яб, и такъ далбе. Границами дугъь служать прямыя 

проходяшёя чрезъ точки дфлешя прямой АВ. 
Не трудно видфть, что это построеше согласуется со сказанным въ. 

$$ 226 и 227 о центр кривизны и разверткЪ циклоиды, но иабаваяеть 

отъ необходимости чертить катяцийся кругъ въ нфеколькихь положеняхь. 
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Если прямую АВ и полуокружность АТ раздфлить не на 6, а на 
большее число частей, то чертежь будеть точн\е. 

Я привелъ это построеше, потому что на немъ наглядно видны свой- 
ства развертки, и круговъ кривизны. Дуги: 
Да, аб, с, сд, де, с 1) (фиг. 168) суть дуги 
шести круговъ кривизны циклоиды. Со- 
отвфтетвующе- имъ центры кривизны на 

ходятся въ точкахъ 1, т, я, р, а, Е, лежа- 
щихъ на развертк%. 

Необходимо замфтить, что примфнене 
развертокъ и круговъ кривизны къ чер- 

ченйо представляеть еще весьма малую 

долю той пользы, которую приносять ма- 
тематикв и ея приложешямъ понят о 
кривизнЪ. 

Циклоида есть одна изъ кривыхъ, на- 

зываемыхь рулетунами, о которыхъ мы поговоримъ въ $ 231-омъ, а пока 
познакомимся съ ближайшими ея обобщенями. 

Фиг. 168. 

Растянутая и сжатая циклоиды. 

$ 229. Если кругь катится по прямой (фиг. 169), то точка М, неиз- 
мЬняемо соединенная съ нимъ, но находящаяся оть его центра на раз- 
стояни 02, превышающем длину его радуса, описываеть кривую 4.ВОФ, 
называемую сжатою циклондою. Эта кривая обладаеть завитками съ 
двойными точками: а, р... 

Если кругь катится по прямой, то точка М (фиг. 170), неизмняемо 
соединенная съ нимъ, но находящагося отт 
его центра на разстояи меньшемь длины 

Фиг. 169. Фиг. 170. 

радуса, описываеть кривую ар./с, называемую растянутою циклоидою. 
Эта кривая обладаетъ точками перегиба: а, 6. с... 

Обыкновенная же циклоида (фиг. 164) обладаеть точками возврата: 
ос... 

Центрь катящагося круга описываеть, очевидно, прямую параалель- 
аую той, по которой онъ катится. д“ 

12% 
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Приближенное построеше длины полуокружности. 

$ 280. ЗдЬсь, кстати, упомянемь еще объ одномь способф прибли- 
женнаго построешя длины полуокружности. Это построеше, довольно точ- 

ное и весьма легко запоминаемое, основано на слБдующемъ: Величина 

У? + ИЗ довольно близка кь архимедову числу т, опредъляющему от- 
ношене окружности кь ббаметру (или полуокружности к» рад усу). 

ДЪйствительно, вычисляя |7 -—-=Уз при помощи таблицы логарие- 

мовъ, получимъ: 
У -У 3.141530; 

число т дается въ таблицахь такое: 3,14159265. СлЬдовательно ризница 

между хи (У3--УЗ) меньше 55° & = 

Если же У2 + УЗ близко къ я, то УЗ — У? близко къ 
тому что: 

(И2-Уз) (Из—И2)=(Уз)*—(У2)=3—2=1; 

и сафдовательно: 

по- 

1 Уз Иа 

Говоря языком гвометри, оказывается, что х разнится оть суммы 
стороны вписанназо квадрата со стороною правильнато вписаннаю туе- 

ууольника на величину меньшую эр радшса описаннаю крупа. 

Это вытекаеть изъ предъидущаго, потому что изъ элементарной гео- 
метри извфетно, что сторона вписаннаго квадрата равна У 2, а с1- 
рона внисаннаго треугольника 

Строя на (фиг. 168) циклоиду, мы взяли ВА равнымъ сумм двухь 

хордь, изъ которыхъ одна была сторона вписаннаго квадрата, а другая 
сторона виисаннаго треугольника. 

Этоть способъ менфе точень чфмъ ть, которые даны въ гвомегри 

Давидова, но легче запоминается и весьма, удобен 
д. въ такихь чертежахъ, въ которыхь величины "И 3 

5 |пь и > уже имБются готовыми. 

Рулетты. 
В у я 

$ 231. Если кривая $ (фиг. 171) катится по 

кривой 5’, то точка т, неизмВняемо соединеннаа съ 

5' катящеюся фигурою $, описываеть кривую АВ, 
Фиг. 171. называемую рулеттою. 

> Циклоида’ есть одна изъ рулетгь: въ ней кри- 
вая 5’ есть прямая, а $ кругь. 



— 181 — 

Эпициклоиды и гипоциклоиды. 

$ 232. Изь рулетгь наиболье важное значене имфють т, которыя 

образуются каташемъ окружностей по окружностямъ. 
Точка т, находящаяся на окружности катящейся по внЪфишней сторон\, 

неподвижной окружности (фиг. 172), описываеть кривую, называемую 
эпициклоидою. Эпициклоиды бываютъ весьма раз- 

В `` 

Фиг. 173. Фиг. 1 Фиг, 174. 

нообразныхь формъ, смотря цо тому, какъ велико отношене Е радуса и 

катящейся окружности къ радусу В неподвижной. Эпициклоиды имфють 

очки возврата: АВС... 
Кривая (фиг. 173), описываемая точкою #2 окружности, катящейся цо 

внутренней сторон неподвижной окружности, называется эмиоцикломдою. 
Существуеть безчисленное множество различныхъ гипоциклоидъ. Гипоцик- 
лоиды имфютъ точки возврата: А, В, С... 

Точка, находящаяся на разстояни оть центра катящагося круга 
меньшем» сто радуса, описываеть растянутую 
этициклонду (фиг. 174) при внфинемъ и растя- 

нутую зипоциклоиду при внутреннем катани по 
неподвижной окружности. 

Точка, находящаяся на разстояни оть центра 
катящагося круга, большемъ его радуса, описываеть 
сжатую эпициклоиду (фиг. 175) при внфиинемь 

и сжатую типоциклоиду при внутреннемъ катани 
по неподвижной окружности. 

Ве эти кривыя, образованныя каташемъ окруж- 
ности, называются общимьъ именемь: трохоиды, которыя принадлежать 
кл, числу рулеттё. 

Фиг. 175. 

Функщи многихъ перемнныхъ. 

Кривыя двоякой кривизны. 

$ 233. Перейдемъ теперь къ геометри трехъь измфренй. ТЬ изъ вя 

формулть, которыя сходны съ соотвиствующими формулами геометрии 
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двухь измфренй, мы дадимь безъ доказательствь. Доказательства ихь 
можно найти въ подробныхь курсахъ; намъ желательно обратить глав- 

иЪйшее вниманше не на выводы ихъ, а на результаты, изв нихъ получае- 
< мые-и характеризующие. обийя свойства поверхно- 

стей и кривыхъ двоякой кривизны. 

Кривою двоякой кривизны называется всякал 
( неплоская кривая, всякая такая кривая, которая 

не ложить всфми своими частями въ одной ило- 
скости; напримфръь виниювая линёя есть лишая двоя- 

Фиг. 116, кой кривизны. 
. При пересфчени двухъ поверхностей можеть 

получиться и кривая, находящаяся въ одной плоскости. Напримфръ двЪ 
сферически поверхности (фиг. 176) переськаются по окружности, которая 
плоская кривая. Но въ большинствЪ случаевь дв поверхности перес\- 

каются по лини двоякой кривизны, не находящейся въ одной плоскости. 

Касательная къ кривой. 

$ 234. Кривая въ пространств» опредвляется (см. $ 71) двумя урав- 
нешями какъ пересфчеше двухъ поверхностей. Пусть уравнешя, выража- 

юнуя такую кривую, суть: 

аи =о |. 

9 щуа=0] 
Дифференщальное уравненю касательной къ этой кривой таково: 

ее (386) 

9% + #(У—у- ий 5% =0 
р й - й . (887) 

х-э% В+ (У— 9 (2% =0 

(Сравн. съ $ 173). 

Элементъ дуги кривой въ пространств. 

$ 235. Элементь дуги кривой выражается формулою: 

@ = Иа 4 а ай....... - (888) 

аналогично съ формулою (313) геометри на илоскости. 

Направлеше элемента. 

$ 236. Разсматривая элементь ‘кривой какъ дагональ параллелепи- 
педа, ребра котораго суть: @х, ау, @ё, имфемъ (фиг. 177): 

4х — 45; 608 а 
Чу = @8. 6088}. уу еее (389) 

42 = 42. 6081 
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тд а, В, 1 суть углы наклонешя элемента къ осямъ координат, или, что 

то же самое: углы наклоненя проходящей‘ чрезъ элементь касательной: 

Изь. (389) и (388) имфемъ: 

ь #2 ь У, 
9 УЕ ар м ь и 

ау =... .. (390; 
тов Уд? - ау? -+ 42 0 ` 

4: 
ии 

Уаз -- ар - а? 

(Сравн. съ (314) и (315)). Фиг. 177. 

Плоскость нормальная къ кривой. 

$ 237. Плоскость, проведенная чрезъ точку кривой. перпендикулярно 

къ касательной. проходящей чрезъ ту 
же точку, называется нормальною (фиг. 2 

178). Назовемь чрезь Х, У, # коорди- 
наты какой либо точки № этой илоско- 
сти и чреть а’, В', у углы, составляе- 
мые прямою ММ съ осями. Проложешя 
отрАзка ММ на оси суть: 

Х —== ММ. 00а ——& 

У—у= ММ. сз}... (391) 3 
Е —в= МХ. 008 1' ЖЕ 

Уголь между касательной и ММ есть прямой, и потому, согласно (130): 

03а. сз а' + 6058 . 605 В’ - 6081 . 6081' = 0. 

Вставляя сюда косинусы изъ (389) и (391), получимъ: 

а Хх ‘ау Уфу 4 б—& 

4: ММ \№° ММ МХ 
наи: (Х — 2) 4+ (У —уау-+ (7 —242#=0. .. . (392) 

Это и есть уравнене нормальной плоскости. Координаты ея точек 

суть Х, У, Я, координаты же точки М кривой суть 2, у, 2. 

Плоскость, касательная къ поверхности. 

$ 238. Поверхность, какъ мы знаемъ, опредфляется однимъ уравне- 
немъ. Пусть дана поверхность: 

Л (в, у. # =0. 

Возьмем ней (фиг. 179) какую-нибудь точку т. Чрезъ эту точку 

будемъ проводить но данной поверхности всевозможных кривыл, и КЪ каж- ие 
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дой изъ этихъ кривыхь проведемъ чрезъь тж касательныя (не изображен- 

ныя на фиг. 179). Докажемь, что всЪ тая касательныя лежать въ одной 

плоскости. Пусть $ (2, у, =) =0 есть уравнеше поверхности, пересфчеше 
которой съ (2, у, 2) = 0 даеть одну изъ проведенныхъ нами кривыхъ. 

По (387) уравнешя касательной, проведенной къ этой кривой чрезъ т, 

будуть: 
9/ 9/ ре 97 _ 

(Х— =) 92 + Му 8) ее". . (393) 

„ 9 9$ р 9% _ , (+ у) — (2-9) де ОЕ . (894) 

Касательная представляеть собою пересЪчене плоскости (393) съ илос- 

костью (394); какъ бы ни мЪнялось $ (2, у, 2), плоскость (898) всегда 

проходить, слфдовательно, чрезъ касательную. Переходя оть одной кривой 

(фиг. 179) къ другой, м№няемъ именно $ (2, у, 2). СлЬдовательно, всЪ ка- 

2 т, 

Фиг. 179. Фит, 180. 

сательныя, проведенныя чрезь тж къ кривымъ, проходящимь чрезь и но 
поверхности / (2, у, 2) = 0, лежать въ одной плоскости: р 

А су и Е (Хх „+ ие 3: =0. . - - (893) 

Что и требовалось доказать. Такая плоскость называется илоскостью ка- 
сательною къ поверхности въ точкЪ (2. у. 2). 

Итакъ, касательная къ повераности плоскость есть зеометрическое 
эаъсто касательных», проведенныхь чрезь данную точку поверзности кь 
различнымь кривымь, лежащимь на данной поверхности и прогодящимь 

чрезь эту точку. Уравнеше касательной плоскости, проходящей чрезъ 

точку (2, у, 2) поверхности / (2, у, 2) = 0, есть уравнеше (393). 

Касательную плоскость нельзя опредфалять какъ плоскость, имфющую 
только одну точку общую съ поверхностью: можеть встр®титься такая но- 
верхность, въ которой плоскость, касающаяся съ нею въ одной точь 
(фиг. 180), имфеть съ нею еще множество другихъ общихъ точекъ и даже 

общихь лин. Поэтому мы переходимь къ понято о касательной плос- 
кости оть весьма ясно установленнаго (5 117) понямя касательной пря- 

мой. Но нельзя признать очевиднымь положеше, что геометрическое место, 
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касательныхь, проведенныхь чрезъ данную точку поверхности къ кри- 
вымъ, проходящимъ чрезъ эту точку и лежащимъ на данной поверхности, 
есть плоскость. Это положеше надо было доказать. 

Нормаль поверхности. 

$ #39. Периендикуляръ, возставаенный къ касательной плоскости изъ 
точки касашя, называется мормалью. Можно сказаль, что нормаль есть 
перпендикулярь къ элементу поверхности, если представлять себЪ поверх- 
ность въ вид многогранника съ безконечно-большимъ числомъ безконечно- 
малыхъ граней и каждую такую грань называть элементомъ поверхности, 

Косинусы угловъ, составляемыхъ нормалью съ осями координатъ. 

$ 240. По (137) перпендикуляръ, опущенный изъ начала на плоскость 

Аж -н Ву Ог + р = 0, составляеть съ осями углы, косинусы кото- 
рыхь выражаются такъ: 

А 
т удневн с: 

сов В = ы 
У 4? - Вз-н С° 

ИО к 
"> Уж 0" 

Въ уравнении (393) касательной плоскости коэффищенты 4, В. С при 
ВС. 9 

ХУ суть: 28’ 9’ 9 

(М, =), соетавляемыхъ нормалью съ осями (такое обозначен угловъ очень 
удобно: уголь между прямою № и’= обозначается скобкою (№, 2)), будуть: 

Слфдовательно, косинусы углов (№, 2), (№, у), 

с08 (№, 2) = 

608 (№, у) = „2. 5895) 

08 (№, #) = 

1-0 =) | 
Это очень важная, по’ своему частому примфнению, формула. 
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Уравненше нормали. 

$ 241. По формул (157) уравнеше нормали, проходящей чрезъ точку 
(2, У, г) поверхности, будеть: 

Х-— = У у 2 —#= 

608 (№, 2) 008 (М, у 68 (М, в). у 

Вставляя сюда вмсто косинусовъ ихъ величины изъ (395), получимь: 

Ту, : РЕ И ВО 

0у 9: 

ы ПАВ 
величина У = (5, п м у сократится. Это уравнене (396) | и веть 

уравнене нормали, р чрезъ точку (2, у, 2) поверхности” 

ауд =о. 

. (896) 

Плоскость соприкосновенйя. 

$ 242. Возьмемь (фиг. 181) какую-нибудь кривую двоякой кривизны. 

Для ясности чертежа положимъ, что она начерчена на цилиндр, но раз- 

суждены наши будуть относиться ко всякимъ кривымъ, 

хотя бы они и не ‘укладывались на цилиндръ. Раземотримъ. 

т 69 на этой кривой точку М и друмя дв точки М' и М". 
А Три точки МММ", какъ извфстно изъ элементарной гео- 

метр и, опредфляють вполнъ. н®которую проходящую чрезъ 

нихь плоскость. Положимъ (фиг. 181), что М'М”ит есть 

такая плоскость. Будемь приближать точки М’ и М" въ 
точкь М. Плоскость М'М”ит будеть при этомъ перем}- 

щаться и когда точки М’ и М” сольются съ точкою 2, 

Фиг. 181. то плоскость М’М”ит придеть въ предфаьное положене. 

Такая плоскость, проходящая чрезъ три безконечно-близья 

точки М'М" и М кривой, называется плоскостью соприкосновеня или 

соприкасающеюся плоскостью кривой въ ея точьЪ М. 

Мы даемъ здфеь уравнеше плоскости соприкосновешя не выводя его 

и отсылаемъ желающихъ познакомиться съ его выводомь къ подробнымь 

курсамь дифференщальнаго исчислешя. Уравнеше это таково: 

(у. 4; — 42 . 4?) (Х — 2) + (42. Фх — 4. Ф2) у 

-+ (4. Фу ау. 4?) (2—2) =0...... (397) 

Радусъ кривизны. 
$243. Кривизна и ражусъ кривизны пространственныхь кривыхъ имфють 

такое же геометрическое значеше, какъ и для плоскихъ кривыхъ. Окруж- 

ность опредфляется тремя точками (чрезъ данныя три точки можно про- 
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вести только одну окружность) и плоскость соприкосновеня опредфляется 

‘тремя безконечно-близкими точками. Отсюда уже можно видфть, что центрь 

кривизны долженъ лежать въ плоскости сопри- 

косновеня,. 
Вев прямыя, проведенныя чрезъ точку М 

кривой (фиг. 182) въ нормальной плоскости ра. 
называются нормалями кривой въ этой точк$. 
Но изъ нихъ только одна ММ лежить въ то 
же время и въ плоскости соприкосновены эп. 

Нормаль ММ, лежащая въ плоскости сопри- 
косновены, называется злавною нормалью въ 

точь М. 
Очевидно, что центръ кривизны лежить 

на главной нормали. Радусъ кривизны выражается формулою: 

Ро 

=. ФУ (42. Фе — ат. ФЕ (ат. Фу — Чу. 

Фиг. 182. 

р — Ими. @=- 

(Доказательство см. въ подробныхъ курсахъ). 

Винтовая лин. 

$ 244. Какъ примръ лин двоякой кривизны возьмемъ винтовую’ли= 
нию. Прежде опредфлимъ точнЪе, что называется винтовою лиШею. 

Если на плоскости возьмемъ произвольный уголь (фиг. 188) и бу- 

демъ навивать эту плоскость на круглый прямой цилиндръ (фиг. 184) 

такъ, чтобы одна сторона угла расположи- 
лась по окружности основашя цилиндра. ъ 
Лия АМВУ, по которой завьется при 
этомь дтпая сторона зрла, называется 

м 

Фиг. 183. Фиг. 184. 

винтовою. Выведемъ ея уравненя. Примемъ за ось д ось цилиндра, за. 

ось д радусь его основавя, проходящ въ вершину А наложеннаго на 

цилиндръ угла. Координаты какой-нибудь точки т винтовой лиши будуть 

выражаться чрезъ уголь $, составляемый съ осью х радусомъ цилиндра. 

проведеннымъ изъ начала къ образующей, проходящей чрезъ т, слфдую- 
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щимь образомь: 
к } ы Е (00) 

у=и.зтф } - 

гдЪ ” есть ращусъ цилиндра. Координата 2 опредфлится по слфдующимь 
` соображешямьъ: дуга АВ = до навертываня угла а на цилиндрь она 
была катетомъ треугольника. АВт, въ которомъ другой катеть равенъ &. 

Поэтому: 
# ПИ ага т вании 

Для изученя свойствь винтовой лини можно пользоваться и этими 

уравненями (399) и (400); но собственно уравнешя винтовой лини, не- 
содержащя никакихъ перемфнныхъ, кромф (2, у, 2), можно получить. 
исключая ф изъ (399) и (400). Получимъ: 

( г ) 
= г. 08 | —— 

г. а 

ы 8 
у=ь. т =.) 

Разстояе двухь послАдовательныхь точекь пересфченя винтовой 

лини съ одною и тою же образующей основного цилиндра называется 
шеомь винта. 

По формуламъ (399) и (400) вычисляемь: 

41 = —т.зтф. 4$: Чу=г. 008ф. 4$; =". ща. 4$. 

Слфдовательно: 

Фо = —х. 008$. 49"; у = №. зтф. 94; Фе = 0. 

Отсюда вычисляемъ выражены: 

(Чу. 4? — 42. Фу) = п. ща. зтф. 4; 

(42 .`?х — ат. 42) = 

(4х. @у — ау. @2) 

72. ща. 005$ , а"; 

. 94°; 

48 = УР аа ва. 

Подставляя эти выраженя въ (398). получим: 

р= (1 - #7? а). 

Итакъ, радусъ кривизны винтовой лини есть величина постоянная: 

он» одинаковъ для всфхъ точекь винтовой лини. 

Изь выведенныхъ для винтовой лини формуль видимъ, что дая нея: 

48. да 

ФУ теня 
= $1. 
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Но по (389) сафдуеть, что Е == 6051 = косинусу угла, составляемаго ка- 

салельною (элементомъ кривой) съ осью =. Итакъ: 057 = зта; значить 

касательная составляеть съ образующими цилиндра уголь донолнитель- 
ный до 90° къ а. Съ плоскостью основашя цилиндра она, слфдовательно, 

составляеть постоянный уголь . 

Развертывающаяся винтовая поверхность. 

$ 245. Знакомство съ, винтовою линею даеть намъ 
возможность разсмотрёть дв весьма интересныя ио- 
верхностя. Одна изъ нихъ есть такъ называемая вин- 
товаяразвертывающаяся поверхность. представаяю- 
щая собою геометрическое м\сто всЪхт, касательныхт» 
къ винтовой лини (фиг. 224 

и 225). Съ этою поверхностью 

намь придется скоро опять, 

Косая винтовая поверхность. 

$ 246. Другая поверх- 
ность представляеть собою 

геометрическое мфето пря- 

Фиг, 185. мыхъ, проведенныхь изъ раз- Фиг. 186. 

личных точекъ винтовой ли- 

ми подъ однимъ и тьмь же угломъь къ оси цилиндра (фиг. 185), или 

перпендикулярно оси (фиг. 186). По поверхности (фиг. 186) располага- 
напримфръ, ребра ступенек, винтовой лЪетницы. 

ГЛАВА И. 

Интегральное исчисленше. 

Поняте объ интегралЪ. 

$ 247. ДЬйстые обратное дифференцированйю называется мниейри- 
рювашемь. Дифференцировать функцию Х (х). значить найти ея дифферен- 

щаль /’ (2) 4х. Напримфръ: дифференцируя 32 2, находим 05 ж. @е 
(см. $ 133). Интерировать дифференигаль $/(2) Це значить найти та- 
кую функцию, дифферениаль которой быль бы равень 92) 4х. 

Интегрироваше обозначается знакомъ у . Формула Я 

носится такъ: интеграль оть $ (2) 4х. 
Дифференцируютъ функщи и получаютъ дифференщалы вида: $ (2) 4 

(см. $ 125). Интегрируютъь дифференщалы вида $ (2) 4х, и получають 

функщи. 

(2) 4х прюиз- 



Ве 

Примту» 1-ый. Требуется найти, интеграль отъ 2и2"—* 4х. Мы знаемъ, 

что данный дифференщаль произошелъ оть дифференцирования функщи 2” 

(см. (217). Слфдовательно, искомый интеграль есть 2". Пишется это такт: 

Г та" 4х = =", 

произносится так; интеграль оть 22"! 42 равенъ 2”. 
" 

Примюрь 2-ой. Найти | созх. ах. Мы знаемъ (220), что 608 2 @2 есть 

дифференщать оть зйрж. Слдовательно: 

СД . 42 = эта. 

Постоянныя интегращи. 

$ 248. Однако дифференщаль /" (2) 42 получается не только отъ диф- 
ференцированы / (2), но и при дифференцироваши / (2) = с, гдф с ка- 

кое-нибудь постоянное. ДЪйствительно, по формузлв (214), дифференщать 
постояннаго равенъ нулю; слЪдовательно: 

а (1 (2) + о = 4} (2) @ = }' (2) 4 + 0 =! (2) ах = 4} (®). 

Напримфръ: 

@ (2) = 25 4х; но и 4 (2? + 3) = 2 4х, 

и вообще: а (2 - с) = 9% ах, 

какое бы ни было постоянное с. 

Поэтому, для того чтобы имфть въ виду вс р\шеня вопроса, нужно 
при интегрировани прибавлять еще произвольное постоянное и писать: 

Диояуче то 

Такъ въ примфрахь предъидущяго параграфа правильнфе было бы 
нанисать: 

ета» = * +6 ‚Ганз оао = вия 6: 

Эти произвольныя постоянныя, которыя слфдуеть прибавлять при инте- 
грировани, называются хостолнными интераци. ОнЪ вносять нкоторую 
неопредЪленность. 

Неопредфленный интегралъ. 

$ 249. Изъ сказаннаго выше слфдуеть такое опредфлене: 

Неопредъьленнымь интеграломь $ (2) 4г = Е(1) 5 с называетея 

такая функция ТР (1) с, дифферениеаль которой равен» дифференигалу 
$ (2) 4х, стоящему подь знакомь интерала. 



= 

Интегралъ какъ сумма безконечно-большаго числа безнонечно-малыхъ, 
величинъ. 

* 
$ 250. Положимъ, что та функц, дифференщеть которой равенъ 

3 (%) 42, есть нкоторая Ё (2), такъ что: 

ее = ва. о ль В) 

Будемь измфнять 2 оть 7=а до 2 =, гдЬ аи Ф суть нЬкоторыя по- 

стоянныя величины, № (2) измЪнится ‘при этомъ и изъ ЕЁ (а) обратится 

въ Ё(Ъ), такъ что измнится на величину (5) — Е (а). 

Продфлаемъ это измЪнене постепенно и припомнимъ, что на основа- 

ны формулы: р 
В (дани. ее 08) 

и пренебрегая безконечно-малою величиною <.4л второго порядка, можно 

сказать, что: съ приращенемь независимаго перемфннаго икба на Ах. 

функщы / (2) приращается на дифференщаль /' (2) 4=. Въ разсматри- 

ваемомъ измфнени функции Е (2): съ приращешемъ икса на 42, функщя 

Е (2) приращается на дифференщаль ф (2) 4х. СаЪдовательно: приращая 

2 на 4х, измфнимъ Е (а) въ Р (а) + ф (а) 4; приращая х.еще на 4х, 

получимъ: 

Е (а) $ (а) 4х -- 3 (&-+ 42) ах; 

приращая х еще на 4х, получим: 

Е (а) --ф (а) 42-х (а -+ ах) 42 + ф (а + 242) 45; 

поступая далфе такимъ образомъ, измфнимь Ё (а) на столько, что она 
приметь величину 2"($), когда 2 получить столько приращенй, что сумма 
ихъ возраететь до величины ©“. Тогда получимъ: 

Е (а) -н ф (а) 4х - фз (а-н 42) 42 - $ (а-+ 242) ах - ... 

(ап. 42) @ Е (6), 
откуда: 

Е (6) — Е @) =$ (а) 42 (а -+ 42) 4х + $ (а-+ 242) 4е-+ ... 

(а-я. 42) 4%,........ - (404) 

гдЪ число ® очень велико. 

Оставимъ предьть, до котораго доводимь < перемфинымъ, обозначая 

его просто чрезъ 2; тогда вмфето (494), получим: 

Е (2) — Е (а) = (в) 4х + $ (а - 42) 4х + ф(а-+ 242) а +... 

+ 2(а- К. 42). 4х. ....... , (405) 

Но дифференцируя лфвую часть (405)-го, получимъ ‚(согласно одфлан- 
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ному въ началь налиего разсуждешя условию) ф (4) 42; сафдовательно: 

Е во = [з4.. Ур 1 2108) 

Сравнивая съ (403) видимъ, что се = Ё (а). Главный же резуль- 
тать тоть, что изъ (405) и (406) сафдуетъ: 

дл 

асов = $ (а) 42-Е ф(а-+ 42) 41 + ф(а-+ 242) @е-+ ... 

+р(а-+ В. 42) = Е(&) — Е (а)... . (407) 

Это значить, что иниераль можно разематривать какь сумму безко- 

нечно-большою числа безконечно-мальзь членов». 

Опредфленный интегралъ. 

$ 251. Если сдЪааемъ въ формуль (407) предфлъ, до котораго измв- 

няемъ =, постояннымь, равнымъ 6, то получимъ вподнф опредфленную ио- 
стоянную величину (5) Ё(а), называемую о’редъленнымь интер» 

ь 

доме, взятымь въ предфлахь оть а до В и обозначаемымь такъ Я = 
интеграль огь @ до 6. Тавъ что: . 

ь 

ее 4 = Е — Е (а) $ (@) Че рф (а 42) 4 

+ (а -+ 24%) ден... + фз (а- т 42) 4%... . (408) 

Изъ этой формулы видно слфдующее: чууобы получить опредъленный 

интераль вь предълахь оть а 00 В изь неопредъьленнаю Е (6) + с, надо 
вь неопредъяенном» интералт ТР (г) 5 с замънить сначала х чрезь Ъ, 
потом» вь немь же замънить т чрезь а и второй ‚результать вычесть 

изь первало. 

Примтрь 1-ый. Мы видфли. чт Вы. 2 — 

ь 

= тах = 5" — а". 

а 

Приму» 2-ой. Мы видфли, что ы “сок ваше ате-н ое. Сльдовательно: 

"+ с. СлРловательно: 

зт0=1—0 = 1. 
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Сабдовательн : 

4х ь 
Г“ = цани? 

(послвднй переходъ здьеь сдфланъ по правиламъ элементарной алгебры). 

Теперь пояснимъ все сказанное объ интегралахъ геометрическими обра- 

зами, но предварительно познакомимся съ дифференщаломь площади. 

Дифференщаль площади. 

$ 252. Положимъ, что намъ дана кривая (фиг. 187) уравнешемъ 

у=? (2). 

Изслфдуемъ величину площади АВМО, заключенной между. ‘ординатою 

АВ кривою ВМ, ординатою МЛ) и осью абсциссъ. Ординату ОМ обозна- 
чимъ чрезъ у и соотвфтствующую ей 

абсциесу ОШ чрезь 2. Самую пло- 
щадь АВМ обозначимь чрезъ и. 
Съ измфнешемъ х измфняется и ве- 

личина площади и: когда 2 получает 
приращеше Ах, площадь м получаеть 

приращене Ам, равное ДЕМ'М; 
ордината же получаеть приращеше Ау; 

такъ что: ЕМ' = у-+ Ау. Продол- ет: 
жимь ординату ДМ и проведемь я 
чрезъ М и М’ параллели къ оси 2. Сравнимъ площадь Ам съ площадями 
прямоугольниковь 7.Мт’Е и ОтМ'Е. Изъ чертежа видимъ, что: 

РМт'Е = уд; ОММ'Е = Аи; ТтМ'Е = (у-+ Ау) а. 

Площадь Ам болыше одного и меньше другого изъ прямоугольниковъ, 
тактъ что: 

$ (АУ А > 4% >у.&:....... (409) 

Дьля члены этого равенства на Ах, получимъ: 

Переходя къ предфлу. при уменьшены Ах до нуля, видимъ, что вели- 

чины, между которыми заключено к . 06% двааются равными у. Слвдо- 
вательно: 

или: производная от» площади по абсциссь равна крийней ординать. 
Изъ (411) слфдуеть: 

Делоне. _Высшал математика м механика. 13 
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Подставляя сюда величину ф (2) вмфсто у, согласно уравненю кривой 

— (2), получимъ: 
4и = $ (2) ах. 

Итакъ: дмфферениаль вида (2) ат есть дифференщаль площади 
привой у — $ (27), при чемъ илощадь эта ограничена двумя ординатами, 

осью абециесъ и кривою, 

Интегралъ какъ площадь. 

$ 253. Интегрируя 06 части равенства: 4и — $ (2) 42, получимь: 

Сам = ева а + С. 

Здъеь въ лЪвой части знаки дифференщала и интеграла взаимно уничто- 

жаются, и остается: 

«= фена +0. Пр УЖ: 

тд Е (2) есть та функщя, дифференщаль которой равенъ $ (2) 4х, 

Итак: 1 $ (2) 4х выражаеть собою площадь неопредъьленной вели- 

чины, заключенную между какою-то ординатою АВ и ординатою у, осью, 
‘абециесь м кривою у — $ (2). 

Если же мы условимся, что ордината АВ соотвЪтствуеть опредфяен- 
ной абсцисс а, такъ что ОА = а, то разсуждать можно такъ: при 2=а 

ордината у придвигается вплотную къ ординать АВ, всафдетве чего: 

при 2 = а, площадь м = 0. Поэтому изъ (413) поаучимь: 

ов ‘(6 ср. АМИ (414) 

откуда: с = — Е (а). Вставляя эту величину въ (413), получимь: 

„= зюе-Р0- Е. сея 
: 

ЗдЪсь площадь м есть величина перемфнная, потому что еще не дано ио- 

стоянное значене иксу: ордината у еще подвижна. 

Полагая въ (415) формул х =6 получимь: 

ь 

„= зош=ро— во. зе зрж + (416) 

Площадь, выраженная этимъ опредълейнымь интеграломъ, есть уже вели- 

чина постоянная (если @ и Ь — постоянныя) — это площадь А ВСР 
(фиг. 188) кривой, взятая между опредфленными ординатами — ордина- 
тою АВ, соотвЪтствующею х = а. и ординатою ШС, соотвфтствую- 
щею д = 6. 

ричи 

РЕНН ЗРЕРЕЗИЕИ орон ричрирОуАНИ 
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Раздфлимъ отрфзокъ АГ) на безконечно большое число безконечно ма- 

лыхъ частей, изъ коихъ каждая равнялась бы 4х, и проведемъ. (фиг. 189) 
чрезъ точки дёлевя ординаты. Площадь АВСГ окажется разбитою на 
тоныя полоски. Каждая такая полоска отличается весьма мало оть пря- 

моугольника, составленнаго изъ ея основашя и одной изъ ограничиваю- 

Фиг, 188. Фиг. 189. 

щихь ее ординать, такъ что площади полосокъ будуть аа. 
равны: ней 

ба; $ (а -+ 42) ах; $ (а + 242) а. 

Складывая ихъ, получимъ площадь АВС. Итакъ: 
ь 

Деб я ат. 

. 
$ (а-+ 242) 42+... =Р(6) — Е(а). ... (417) 

Пренебречь разностью между площадью полоски и площадью соотвфтству- 
хщаго ей прямоугольника это все равно, что пренебречь безконечно ма- 
лою величиною второго порядка =. Ах въ уравнени: 

Дань Аа... гаь (206) 

Но по теоремф $ 124-го такое пренебрежеше не влечеть за собой ни ма- 

лЬйшей ошибки при вычислени предфла 
суммы, и потому интеграль 

= Бр ` 

й $ (2) 4 
: 

совершенно точно выражается суммою стоя- 
щею въ (417); площадь же АВСО = 
шенно точно выражается этимъ интегра- с 
ломъ. А: 

Примтрь. Опредфлить площадь АВСР #10 
(фиг. 190), заключенную между дугою ги- 

перболы лу == 1, отнесенной къ ассимитотамь (см. $ 60 фор. 96), осью 

13* 
р 



— 196 — 

абецисеъ, ординатою АВ. взятою во 2 —а, и ординатою ОС, взятою 
при 2 = 5. Л 

Изь ху = 1 имфемы ©“ 
4х 

уе = = (2) @. 

По сказанному выше: 
ь ь 

АВОр = за = 
; ; 

По (246) имбемь 9х = г Слфдовательно: 

в щие 
Ре З 

Поэтому: $ 

двор = |4" — и — а. 
а 

Знакъ подстановки. 
ь 

$ 954. Для насъ весьма удобенъ будеть знакъ подстановки [2 (2)] , 
а 

который обозначаетъ, что надо взять разность отъ результата (5), под- 

становки въ Ё(2) величины © вмфото 2 и результата, Е (а), подстановки 

въ Ё(2) величины @ вмЪсто х. Такъ что: 

[79] = 20) а) о ам 

Пользуясь этимъ обозначенемъ, можно написать: 

й 

+ @ в] ЕР®-РО. 
а 

Въ примЪрф предъидущаго параграфа мы могли бы написать: 

АВСр -/=- = а] = 195 — ща. 

Основныя формулы интегрирован. 

$ 255. Выведенныя въ предъидущей глав} формулы дифференщаловъ 
простыхъ функщй дають слфдующёя формулы интеграловъ. 

По (212) имфемъ: а (ино-+и-+...) = дби- @- ди... 625- 
довательно: 

ОГвизк лечь ав к. д ичежюч. +. . (419) 



ке 

или : 

Деловое 1 $ (2) 4х + [лов 

+ ДР. А АТИ 

По (215) имфемъ 4 (а2) = а 4х. Слфдовательно: 

Деаеяавна [=... ге. (42) 

постоянный множитель можно выносить за знакь интеграла, такъ что: 

Га. зфак=а [вода Е. (422) 

По (217) имфемъ 4 (2”) = я”! 4х. Называя п — 1 чрезъ т, то есть, 
полагая п — 1 = т, должны получить я = т + 1. По этому: 

4 (22) = (т -Н 1) =" 4х. 

Са} довательно: 

Ге 1) =" 45 = 2*Н, наи: (т 1) га =”, 

откуда: | 

{= 4х = =. АКИ. (423) 

По (246) имфемъ: а (92) = =. Слфдовательно: 

9 ес. пене мае (424) 

По (247) имбемъ: 4 (а") = а*. 19а. ах. Слфдовательно: 

| Дино РА (125) 

По (248) имфемъ: 4 (6) = е* 4х. Слфдовательно: 

В а ес... пе -еннь (426) 

По (220) имфемъ: 4 (3т 2) = 008 х 4х. Слфдовательно: 

озяа няне ет (427) 

По (221) ныфемь: 4 (603 2) = — зтз. 4х. Слфдовательно: 



ВТ 

По (223) имфемъ: а (92) = Е Слфдовательно: соя = 

4 = й зона = 2-8 м Е . (429) 

По (226) имфемъ: @ (ах з® 2) = УЕ: Слфдовательно: 

т ЕЕ ати... (430) 

По (228) имфемъ: @ (а7ссов 2) = — ев. Слфдовательно: 

и = — 670008 д +е.,..... (431) 
У! — 

По (230) имфемь: @ (а 2) = ее. Слфдовательно: 

Выписываемь эти весьма важныя формулы отдфльно: 

‚Гав анна [обувкко. пы а 

+ 



-=.499 — 

Формула (423) не годится для т == -— 1, потому что она выведена изъ 

4 (2") =: па"-14х, полагая въ немъ в —1 = т. Если т = — 1, 10 вы- 
шло бы: ® — 1 1, откуда ® — 0, но 4 (27) = 4 (1)=0, и отсюда 

нельзя перейти къ э . Въ. случа т = — 1 вмфето формулы (423) дВй- 

ствуеть формула (424), потому что: 

= Че = [из с. 
= 

Формулы (422) — (432) надо знать наизусть. 

Интегрироваше по частямъ. 

$ 256. Мы еще не использовали для вывода интегральных формуль 
дифференщальную формулу (216): 

@ (ив) = и дни. 4%... ..... - (216) 

потому что она не даетъ окончательнаго интеграла. Но, при ея помощи, 
можно преобразовать данный интеграл, и въ нЪкоторыхъ случаяхь такое 
преобразовалие облегчаеть дальнфйний ходъ интегрированыт. Познакомимся 

съ этимь преобразованемъ, называемымь нитерированемь по частям. 

Изъ (216) слфдуеть: и 4р = @ (40) — офи. Откуда: 

[чи ‚Ге Па ьзь ЗВ 

Приложимь эту формулу къ нфкоторымъ примбрамъ. 

Примюр 1-ый. Вычислить } д. 008 2.. аа. 

Полагаемт: 
а ЦИ, ЗОВ 

603 д ее. гу 2 „3 . (435) 

Дифференцируя (484) и интегрируя по (427) равенство (435) получим: 

Чи — 4х 

р = тг. 

Вставаяя эти величины м, 4, аи, © въ (433), получимъ: 

Го-иняиь = -ния— [ее к 

Но по (428) имфемъ д т 4х = — 608 <. СлЪдовалельно: 

‚Д=-эщз д вот а + 608 © + с. 

Примър» 2-ой. Вычислить 1 2? . 282.45. 

Полагаемъ 2’ — и; 05 < 4х = в. Лифференцируя 1-06 изъ этихъ ра- 
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венствъ и интегрируя 2-06, получимъ: 22 42 —= 4и; зтх == к, Сафдова- 
тельно (433): 

27° 60; 2 Чё = 2. эта — ©зта ах. 

Полагая опять въ послфднемъ интеграл д — а; зт # ах = @в поду- 
чаемъ: 4х = 4и; х = — 605 . Поэтому: 

езъовь = —авнеч вице коне ве. 

Подставляя въ (436), получимъ: 

лоно ат ов ее Зона отно. 

Примтуь 3-й. Вычислить /’хе” ах. 

Полагаем д = м; е* 4х = 4ь, откуда: 45 = 4м; в = е. Слфдова- 

‘тельно по (433): 

ДГоеакнаи ешниеченее тоне. 

Примпрь 4-ый. Вычислить ЫЙ “о 2 ас: 

Интегрируя по частямъ, получим: 

огне ия еее ща уе. 

Интегрирован!е подстановкою. 

$ 257. Мноме интегралы вычисляются при помощи зюдстановки, за- 
ключающейся въ замфнф независимаго перемфннаго. Покажемъ употре- 
блеше этого способа на примфрахъ. 

Примпрь 1-ый. Й “(ах 5)" 4х. Положимъ: ах г ® = =. Этимъ по- 

ложешемь мы и вводимъ, вмфсто 2 новое перемЪнное 2. Но намъ нужно 

будеть все подъинтегральное выражеше выразить чрезъ 2, такъ чтобы 
оть 2 ничего въ немъ не оставалось. Слфдовательно нужно узнать какъ 
выражается 42 чрезь 2 и 42. Для этого дифференцируемь то равенство 

4% -- 6 — 2, существован!е котораго предположили. Получаемъ а 4х = 4, 

откуда 4х = . Вставляя въ данный нитегралъ, вфсто аз-нЪ, пере- 

мфнное 2, вмфсто 42-величину # ‚ получимъ: 

ег нае = [| = а 
а а 

Послфдый интеграль беремъ по формул\ (423). Получимъ: 

+ 
Г (ба мае =" ВЕ ат+и "° 
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Остается опять вернуться къ перемфнному 2 посредствомь предноло- 
женнаго равенства а -+ В = 2, и выведеннаго равенства 42 = а ах. 
Получимъ: я а 

ак -кьтаь т 8 — не. -. о. (437) 
(3 т 1 

Успфхъ зависить оть удачнаго выбора подстановки. Въ этомь примфрь 
формула (423) подсказываеть удобство подстановки ах -н В = 2. 

Примпрь 2-ой. Де. 

личинами отличается оть дифференщала 462? 4х знаменателя. Это обсто- 

ятельство въ соединеши съ формулою (424) подсказываеть, что хорошо 

было бы принять весь знаменатель за новое перемфнное 2. Повидимому 
удобна будеть подстановка 64% с = 2, откуда нЕ РЕ = 42, слВдова- 

‘тельно стоящая въ. числителф величина а2° 4х равна . Поэтому: 

а’ с а а [`4в а а И 
фас ре 5.8 4Ь км 4Ь и би--д 0: 

аа 

(ав--ь)" * 

=. Подучимь: 

2? 42 (2—8): 4 ‚де — 262 + 12) @а 
(аа 5 5)" аа" аз" 

24 # а: 42 

те ань 
=-— ь [2 а. в -ч. 

в 

По формул (423) получаемъ далфе: 

2? ах ея Зв и 
$ ааь бт в |= ЧИ „„- и 

Примюрь 4-ый. д. Унжа Дьлая подстановку Уа? Е 2? = поду- 
а: 

Здфсь числитель только постоянными ве- 

Примть 8-й. Длаемъ подстановку ах -н В =, ог 

куда: 4х = в; ®= 

25 ах = 224; «= У — в 

2 ах '24г 

У 2 

“ "4х Приму» 5-ый. а . Этоть интеграль похожь на (432). Чтобы 

получить въ знаменатель единицу -+ другой членъ преобразуемъ такъ: 

4х СЧ 1 4х 
а- 9 а (1 627) а т 62° 

а Х 

} 1 4х = 24. 

= 2=У@й-ча-С. . (438) 



Дфлаемьъ подстановку: 

откуда: 

Итакъ: 

:) инь (489) 

$ 258. Читатель, изучающий математику по настоящему руководству 
можеть, при первомъ чтенш, не дЪлать помфщенныхь въ концВ книги 
задаль на интегрировани дочитавъ книгу до конца, потомь снова пе- 
речитать параграфы, относящеся къ интегрированио и тогда уже продф- 
лать задачи. Вездь, гдф намъ придется въ приложеняхь брать интегралы, 
будуть сдфланы ссылки на предшествовавшую теортю и даваемы иЪфкоторыя 
разъяснешя; такъ что не потребуется особаго умбнья интегрировать дая 
понимая приложешй интегральнаго исчислешя къ геометрии, механик в 

и проч. При первомъ чтени можно пропустить слфдующие 12 параграфовъ. 

Обращеше къ читателю. 

Интегрирован!е дробей. . 

Интегрироване ращюнальныхъ дробей въ случаЪ неравныхъ 

дЪйствительныхъ корней. 

$ 259. Ращональною дробью называется такая, числитель и знамена- 

тель которой суть ращюнальныя функщи отъ 2, то. есть тая алгебраиче- 

смя функщи, въ которыхъ не содержится радикаловъ’ надъ 2. Напримёрь 

Аз’ + Ве? С 
Фе -- ЕЕ + М 

есть ращональная дробь. 

Если нужно интегрировать дифференщаль, представляющий собою про- 
изведеше ращональной дроби на 4х, то прежде всего обращають внима- 

не на то; не превосходить ли порядокъ числителя порядка знаменателя, 
и въ такомъ случаЪ дфалятъ числитель на знаменатель, при этомь въ 
частномъ получають цфлую функцию и нфкоторый остатокъ. Тавъ что дробь 

остатокъ 
окажется равною цфлой части частнаго + схаменатель ̂  Цфлую часть 
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интегрирують какъ цфлую функщю, и все дфло приводится кл» интегри- 

рованю дроби т въ которой порядокъ числителя менфе по- 

‘рядка знаменателя. Итакъ, приходится разематривать только интегрирова- 

не такихъ дробей ©, въ которыхъ порядокъ числителя менфе по- 

рядка знаменателя. 

Во введенш указано было, что всякая ращональная функшя 7 (2) мо- 

жегь быть представлена въ видф произведеня: 

Р(х— а) (#—В (1—0....&— №, 

тд а, 5, с...Ё суть корни уравнешя ] (2) = 0. 

Поэтому дробь ® зо можно представить въ видь 

$ (=) ры ат 

Ра @-5...@-— В’ 

и, такъ какъ коэффищенть Р можно вывести за знахЪ интеграла, пред- 

ставивъ интеграть въ ВИДЬ 

ро Е, 
Р/ #—а)(#-—5...@—№ 

то ‘будемь разсматривать интегрироваше такихъ дробей У въ ко- 

торыхъ 
1®=@&—9(&—9(2—9...(2—1..... (440) 

Займемся сначала разсмотрьемъ того случая, когда УХ (2) не содержить 
ни равныхь ни мнимыхъ корней. Посмотримь, нельзя ли разложить дробь 

10 на сумму болфе простыхъ дробей слфдующимь образом: 

$ (2) А изя С й К 
7@® сената ия К) 

Помножимъ это равенство на / (2). Получимъ: 

$ (#2) 4/9 + в ® +79 +...-к ИЯ, 

внося сюда вмЪсто / (2) ея выражеше (440), получимъ: 

(д—а)(#—9) (#—0...(®— 1) 

Е #—а) $ 

в@#—® (#—Ь). --@—, ке Ф@-,..@— 
#—65 #2—№ 

Положивъ въ этомь равенств® 2 — а замфтимъ, что вов члены пра- 

вой его части кромф перваго обратятся въ о, потому что въ нихъ (#— а) 

не сокращается, но при 2 = а обращается въ нуль. Первый же членъ 
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по сокращени на (2 — а) будеть: 

А (а-—5(4-®.: В... (442) 

и получимъ: 

$ (а) =А(а—В(@а-— о... а-—№...... (443) 

Возьмемъ производную отъ / (2) получимъ: 

1'®@=@—5(2—0...«—Ю-+(@&—9(1—0...в—Ю-+... 

по формул; 

4 (ирш...) = во аи шо р -- ис аш, 

приведенной въ концЪ $ 130; слЪдовательно: 

Г@=@а—(а—®9...@—1.....,. (444) 

остальные же члены, какъ содержание (2— а) множителемъ, обратятся 

при 2==а въ нуль. Сравнивая (443) съ (444) имфемъ: 

и о) 

Совершенно такъ же можно доказать, что въ (441): 

$ (6). _ $ (6) $ (®) 

ВЕ (5) ’ о й! м 77 @)”° 

Значить равенство (441) не только возможно, но мы научились даже на- 

ходить таке коэффищенты А, В. С..., которые именно дфлали бы его 

возможнымь. Разложить дробь * о такъ, какъ это указано равенствомт, 

(441), значить разложить ве |. простыя дроби. Оказывается, что: Дробь, 
знаменатель которой не импеть ни равныхь, ни мнимыть корней, разла- 

лалцется на сумму такить простыхь дробей, знаменатели которыхь суть 

‘разности оть перемюннаю и одною изь корней, числители же опред- 
ляются руль (445) и (446). 

Но => в —= АМ (1 — а) -+ С, какъ не трудно убфдиться, инте- 

грируя при помощи подстановки 2 — а = 2. Слфдовательно, получимъ: 

$ (2) а® _ А 42 Вах Сах_ 

Е =] а @8 Леа 

5... (446) 

К 42 

@—В` 
откуда: 

$ (2) ах 
т О 

+ С9(1—©+...-+-Е9(а-№..... >. (447) 
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Примпрь 1-ый. Деоие. Узнаемъ прежде всего корни знамена- 

теля. Рьшивъ уравнеше 2° — 35+ 2 =0, находимъ: 

СлЪдовательно: 

По формуламь (445) и (446) опредляемъ, замфчая, что 

ля=@е—)-е— 1; = — 13 

д— $ @ [84 — 13] 82—18 В 
т @ +0 П- 

в-®® [88 — 13] 8.1— 13 м 
о 6-е, а-э-ча-о 

Теперь по формул (447) имфемъ: 

8 ие -+5м@— о 

= [( — 2)* (#— 1) + С, 

Послвднй переходъ сдфланъ по правиламъ элементарной алгебры и 

прибавлено постоянное интегращи. Замбтимь, что вычисленная 

}@ =@—2-+@—п=ж—3 

равна, безъ сомнфны, той, которая прямо получается дифференцирова- 
немъ знаменателя, 

Примтрь 2-ой. ети Вычисляем: 

9 81 ОДА т И —14=2 

$ == 

м=@е—)@е—2 

ле =@—7-+(@—2), 

или прямо: 
47 баню _ 

4 аа 
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$ (а) 713 и $ (5) 213 

ЕС ат а т Е 

(1 -= 13) 4 я (2—1) $ 
Не 49 (#— 1) —31(#—2) = | Е + С: 

Г Фа 
Примть 3-й. | „— 12-2 @-=э“ 

$ (1) =9 — 52 

1 @® = в— 1—2) (#—3) 

в) = 2—3 (&—1е—3З-+@—1@—2 

ЕЕ 

._ $ (6) _ 9—5.8_ 
т7юг в 08-_- 

То“ 
(х 1) (= 

—= =24(#—1)- | (2—2) —39(&—3) 

3 (2 1) (#— 2) 
4 [ к 3 = С. 

Интегрироваше ращгональной дроби, если корни неравные, но нкоторые 

изъ нихъ мнимые. 

$ 260. Мы уже видЪли во введенш, что мнимые корни функщи со- 
держатся въ ней попарно: если есть корень вида 

а И В (448) 

то должен существовать и сопряженный ему корень: 

а ВЕСНЕ Мена, р (149) 

Если встр№тятся мнимые корни, то для нихъ: 

—9® _з@-+вуЪ. 
л® Рав’ 

и это приведется къ виду М-н М И 

— 99 _з@ ву 
В лев ) 

и это приведется кь М — МУ—1, 
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тдв Ми М суть нфкоторыя величины, составленныя изъ хи В. Простыя 
дроби, соотвЪтетвующия сопряженнымъ корнямъ, соединяемъ вмфстЬ такъ: 

р В М-+и У 
ха В вау 

О. а а и а+8уИП п-+(М— МУ 
(2+ 

_ 2М (= @— 2№8 
ЕЕ с ав 

Часть интеграла той дроби, въ знаменателф которой имьются мнимые 

корни а и 6, соотвфтствующая имъ, будеть: 

(=. + 28; [3м%: а) 4 
ха _6 У 2 

28 ах С 
= и бе мы 2 она 150 
Де 489) 

ы 2М (х — а) ах 
Остается взять эти два интеграла. НЫ вычислимт, под- 

становкою: 
(2 — а) В = 

откуда 2 (1 — а) 45 = 22 4Е. 
Вслфдете чего 

"М (1 — а _. 24 _. Ч: 
] ЕЕ 2м т 2М Е 2М 10 =: 

наконець: 

2М (1 — в) = _ , 
у (отв = Ми + 

= М4 [@ — а) + сл. аа (451) 

тЫ теперь другой, оказавшийся въ нашей задач, интеграль 
28 4х 

/ аа Представим его такъ: 

АЕ 
ДЪлаемъ подстановку: — 2; откуда 42 = Ва. Сафдовательно: 

ие вени 



ий 
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Слфдовательно: 

Руа Не СЫ Е = 2 =.) (452) 

Подставляя вычисленные интегралы (451) и (452) въ (450), получимъ: 

р т жмет + 
[2—а 

ая [— |: - (453) «т (5 ) 
дБ Ми МУ 1 суть дЪйствительная и мнимая части выражений ре 
2.6), 

ло’ 2 да Примт 1-ый. У == Чета - ИЗЪ 27 — 42-5 13 = 0 вычисдяемт: 

а=2+У4— 18 =2+3И—1 

= 2 — У — 18 =2—ЗУ—1. 

Слфдовательно: а = 2: В = 3. Далфе: {' (2) = 22 — 4; (2) =. 

д— 9 @) 2 У-—Т 2—1. 
УЕ 6—1 

Помноживъ числителя и знаменателя на У— 1, получим: 

зу 

Отсюда уже видимъ, что: 

Слфдовательно по (453): 

2 4х 1 НИЕ 2 2—2 

Да = Зе Уча ет ( 3 ). 
Еслибы вычислили В (безъ чего оказалось возможнымь здфеь обой- 

лись, если прямо пользоваться готовою формулою 453), то получили бы: 

$ (8) 2—ЗИ—1 И 
ИО) ВИТ 6 зи 

2 4х $ 

—(@+вУ—0] #—@-—ВУ-1] 

а=а-- ВУ —1; 6 =а—ЗИ Г; 

1 (2) = # —@+ ВУ —1] [2 — (а—вВУ—п 

1’ (2) = [#- @-- ВУ п] -+#—@ И —1} 

$ (2) = =. 

Примърь 2-0й. Я ь 



> а-+-ВУ—1 «+ вУ—1 
Л’ (@) ау —1—@—ВУ-)- У—1 

_ @И-1 В _1 м. Е: 

|. И 
М=з; И 

у: 2 ах 1 Е ы 

РУ @ ВИ 39 
а х—а ная ( ). 
АИ 

. "(22 --=— 1 4 2. 
Примпрь 8-й. / #+0@—9. ЗдВсь: 

$ (1) =#-+#—1; 

= уе = — м -#—2; 

у’ (в) = 32 —42+1; а=+И— 1; 

= И е=2; ва=0: = 

(Корни а, В, с непосредственно видны въ задан). 

ый $ (а) _ @+а—1 —1И—1—1 2—1 

У) 3-91 94/141 АУ 

а РОО нае ДВО) 2-1 4уУА-2 
2+2 —ПаЬ-2у-1 2(1- 2) 

БИ 
10 Е 

СлБдовательно: 

о ВОВА 
йе ла 19—81 5 г. 

Ш-#- их Ге] 

(1) (= =/|.=, а = 

Далфе по (453): 

ГЕ 5 рае 
Делоне. Высшая математика и мехалка. и 

Итакъ: 



2 

Залфмъ по (447); 

ы 
Интегрироваше ращональныхъ дробей въ случа равныхъ корней. 

$ 261. Если въ знаменатель (2) дроби зе находится кратный ко- 

рень, напримЪръ, если Х (2) = (2 — а) 4 (2), гд\ %(2) обозначаеть про 
изведене остальныхъ множителей, то полагаемь: 

4. 5 Е УР. Е (2) 
719 @-9 ЕЕВС ИЫ (&- ау + 5% "2. а в ф (2) ̀ 

Поэтому: 

2). 

гдЪ Ё(2) нЪкоторая функщя. Помноживъ 06% части этого равенства на 

У (2), которая по предположению равна (2 — а)? ф (2), получимъ: 

_ А, 2—9 @) 4, @ — а) 9) А, (#— а) $) 
С ее бе ры 

-Е@ @— 43 @®. 
$ @) 

или: 

ф (2) = 4, $ (2) . (2 — а? + 4,4 (2). (в — а... 

= 4, $ (2) + Е (2). (2—4)... 4... (454) 

Дифференцируя это уравнеше (р 1) разь и полагая 2 == а, поду- 
чимь р уравнешй для опредфлешя р величинь: 4,, А, 4, ... 4, 

Вставляя ихъ въ (454), получимъ часть: 

2 + А о [4 
=—а (2 — а} 2 —а} 

` (а) а. 
даннаго интеграла. Оъ остальною частью: / их и 

то есть вообще, въ случа: ы 
поступаемъ такъ же, 

1 (2) = (2 — а? (2 —а... @—,), 
полагаемъ: * 
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Получится сумма интеграловъ вида й я, который берется под- 
становкою (2 — а) = 2; откуда: 

р ая Г. м А Глена _ Фе-чаыя. 
(2 —&а) # в 1 —ш 1—т 

4 
Примтрь. @-ме-9. Имфемъ: 

в=16=3 $ = 9@=о. 
Полагаемъ: 

9 ци А, 4, 
де О-о ва фе 

Отсюда: 

ф (=) = А, #—1 (&—2)-+4,(#—2)-+В(#—1'=1 

$' (в) = А, (&—1)- А, (2—2) + 4,28 (1—1 =0. (456) 

$@ ===, а—2=—“4, 

$' (в) =$' (0) = 0 = 4, (1—2) +4, =—4, +4, 

Сл довательно: 
Аз = А, =— 1. 

Для вычисленя В удобнфе всего положить въ (456)-омъ: #==2. По-- 

лучимъ: \ 

90 =о0=А, 2—1) - 4, (2—2) + 4, 28 (2—1) 

или 0= —1—1-+ 28; откуда? В = 1. 

Слфдовательно: ‘ 

Ба ба =) 9% | 4 
(2—1) @—2^ #—1 (#—1} 

р уно ии вуки 19 (= Ва ЕЮ 

Интегрироване ращональной дроби въ случа равныхъ мнимыхъ корней. 

$ 269, Если кратный корень окажется мнимымъ, то ему найдется и 

сопряженный корень той же кратности, Въ такомъ случаз поступають 
слрдующимь образомъ. Пусть мнимые сопряженные корни кратности р 

суть: а =а-- ВИ —1; 6 =а— ВУ —1, такъ что внаменатель дроби 
имЪеть видь: 

1 (@) = в — а- ВУ —ПрРе— @ —ВУ— Про. 

Перемножая количества, стояшйя въ“ скобкахъ правой части, получимъ: 

Л (в) == [(@ — &)1 + РУ (2). 
14* 
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Подагаемъ: 

$ (2) _ А-В Ад + В, 
Ло ва -И* а" 

Ах - В, -. Е@, == 
акр". 

Помножая обф части этого равенства на / (2), получимь: 

$ (2) = (А;х - В,) $ (2) [@ — +" 

= (Яр + В,) $ (2) [(@ — а) + Ре 
— (Ад В) у @ + Е(@) [(2 — в) 5 Ир. 

Коэффищенты 4,, 4, 4, ... В,, В,, В, ... опредфаяются изъ этого 
уравнешя и изъ его (р — 1) производныхъ, полагая въ нихъ 

&=а-+- Ву —1 

и приравнивая дйствительныя части дЪйствительнымъ, а мнимыя—мни- 

мымъ. Въ остальномъ все происходить какъ и въ $ 261, только теперь 

приходится имфть дфло съ интегралами вида: 

(Ах В) ах 

Ле — % + т 
Этотъ интеграль мы и должны изучить. Дфлаемтъ подстановку х—@ =. 

Получимъ, вмфсто (457): 

Ри, дьыЕ Е ВИА тАл) (458) 
РР 

Разбиваемъ его на два интеграла слфдующимьъ образомъ: 

(Аг + Ах В) 4: _ Аз 42 = (Аа + В) 42. 

(и) (и) (п й)" 

Изучаемъ каждый изъ интеграловь правой части отдфльно. У Я 

подстановкою: 2? -+ В? — у? приводится къ 

`Луду Аа _ а ори 1 за 
т - Зе я ду 4у = ет 2®—П 

ев: Е: 

Остается 'разсмотрфть: 

(Аа + В) 42 

ей" 

42 

кв Доеру 

который равентъ 
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Здфсь пока не будемъ заботиться о множитель Аа -- В, а остановимся 

на / ев" Сначала дфлаемъ ташя простыя преобразовашя: 

Че ВАС 8 а и 
+) РУ ев) РЁ (2 в)" 

1 аг 1 Деб. амыя (460 

Ы у Е] аи » 
Послфдн! интегралть интегрируемъ по частямъ такъ: 

24 _ :}. НЕ: ры 

в Лав = ЕР 

08-9 Е ее и Ру 

Вставляя это значене интеграла, ы И въ (460), получимъ: 

42 ит 42 ак} 

Ле м ны СЕН 

ме . # 

28" ео Риби) 

ВВ О 
2—1 ег 

Мы привели Г. ия къ | янь въ которомъ знаменатель 

дроби уже не я-ой, но (п — Г)-ой степени. Понижая такимъ же спосо- 

бомъ степень знаменателя еще и еще, дойдемъ до :. „ который по 2-й р 
(439), полагая въ ней х = 2; а = В; $ = 1, равенъ: 

1 Е - а (=). 
= (5) 

аи — 42а 92 — 97+4) аа 
Примтрь 1-ый. Г“ #— ЗЕ ЕЬ 

Прежде всего, для разложешя знаменателя на множители, ршимъ ура- 
внеше 2? — 22 +2 = 0. Получимь х = 1== У — 1. Слфдовательно: 

— ж-2 = — а УИ —а-у-1]. 

Ч о 24 — 408 + 91 90-4 

7® в а-уУ-Ре-а-у-те-о 
А,2 - В, Аж - В, с 

ен: | ат 
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фр =(Аа- В, [(@— 1 П(а— о (Ад- В,) (&—п) 

= Оо ПАН 95 4..... (462) 

9' (2) = (Аж-н В) [(@ — | -+2 (2—1 (А-В, (#—1) 

+ А, [( — Папа В, +4, (#2— 10 

{ +2 [(2— 1+1] 2 (2— = 45 — 1227 -+ 182—959, 

Подставляя сюда х =1-= У — 1, замтимъ, что вс члены, содер- 

жанще [(2 — 1-51], обратятся въ 0, потому что 

[(#—1-+1И=#—а+уи— п е-а-и-ь 

Подготовляемь: 
УТ 

(== оны ау Зуи 2 

аи =О И =—4. 

Зная, что члены, содержание [2 — 1)°--1], нечего и вычислять, потому 
что они при 2 =1-У 1 обращаются въ нули, вычисляемъ: 

зач+жи— = а+жи—П-+ви-1 

==4—+8:И = 1 91а 95-14. 

аи =— 2 а+уи—о-+8в]-+4,а-+и=) 

В, + 4,У-1т=8Ут1-18—2%У— 1-18-18 /—1—9. 

Замфчаял, что 

УП вИ-Т=АУ 14+ вит 

и отдвляя мнимый части оть дЪйствительныхь, получим: 

ВУ о 

(М, — 24, +4) У 1-42 — 38, + В, =2У-—1 +1 

Тавя величины могуть быть равны только въ томъ случа, если дВй- 

ствительныя ихъ части равны дЪйствительнымь, мнимыя — мнимымъ. Сл- 

довательно: 
А, +В,=1} 24, -— ЗА =, 

А, =1; 4,24, 28, + В, =1. 
Отсюда: 

д ВЕ =; В —0. 

Для опредъаеня С'’положимъ 2 = 1 въ (462). Сначала вставимь въ (462) 

найденныя величины 4,, А,, В,, В,. Получимъ: 

Ад (в + С [(@ ТЕТЕ аи — 42 922 95 + 4. 
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Полагая здфсь х = 1, получимъ: 

б=1— 4-9 —9-+4=1. 
Итакъ: 

+@®) а 9 1 
1 ` @- +! ег: 

$ (2) 42 _ 2 ах 
Ув Уи -0“ 

Полагая 2 — 1 == 2, получимь: 

ф (2) ах 2 а [1 Е 

Др ое 
По (459): 

242 1 

ор ятиекечл и 8? 

4 42 2 а. 42 

(#1 2-21 

Но по (432): 

По (461): 

СаВдовательно: 

Ы 1 ВЫ ое А ое о =2 п - 2 в ль (465) 

ЕромЪ того по (424): 

Складывая этоть интеграль съ (465) и (464), согласно (463), получим: 

$ (2) 4= _ _ 1 т я 

О ЕТО ГРУ ТРО ВЫ рено 4% 

Е Нат и ео ть 

Припоминая, что мы положили 2 = 2 — 1, получимъ: 

и -- 92° — 9-4) 4 с #—2 

25-52) &—П 2—2) 

рану #— р + @ +. 

Здфсь чрезъ С’ мы ‘обозначили обыкновенное постоянное интеграции. 
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о 42 Примюрь 2-ой. / ежи. 

По (461) имфемъ: 

[. 4г Е Е з Чао Е 
ет ео] ет 

По (461) имфемъ: 

м 

- те у Ут 

По (432) имфемъ: ы 

“ав 
тр: = ат = . 

Соединяя всЪ эти выводы, получимъ: 
` 

2 32 

Ла нае вео заме, 

Интегрирован1е функц!Й, содержащихъ радикалы. 

Подъ корнями находятся только одночлены. 

$ 263. Если въ подъинтегральномь выражен находятся радикалы 
надъ одночленами, содержащими перемфнное, то всегда можно выбрать 
такую подстановку, которая уничтожаеть радикалы (корни). Покажемъ 
это на слфдующемь примфрЪ. Положимъ что требуется вычислить, 

9 3— 

Га + Уё—У27) 4 И. 
1+ И2 

Замфняемъ корни дробными степенями. Получимъ: 

ев 
г $ 

. 12 

Обиый знаменатель у дробныхъ показателей здфеь — 6. Дфлаемъ подста- 

новКу д = 2; откуда 4х = 62° 4г. Получимъ: 

а — 2) 6242, 
1 

Дфло приведено къ интегралу, вычисляемому по правиламъ интегри- 
ровашя дробей, изложенным въ предъидущихь параграфахъ. 
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Подъ радикалами находятся двучлены перваго порядка. 

$ 26%. Подобнымь же образомь вычисляются интегралы, содержание 
радикалы надъ двучленами вида а -+ $. Напримфръ: 

@-- У 2-5) 4 з 
д —Ущть 

вычисляется подстановкою а - В = =. 

Преобразуемъ данный интеграль въ: 

[6-е а» 

} — (м2 ь) 

Подстановка аа -Н В = 2‘ дасть: 

5 Е 62° аа : 

а 

Получимъ: 
*— 6 Е 

а 

(" _в 
@ 

который затЪмь можно вычислить по правиламь интегрированя дробей. 

'Дифференщалы, заключающе въ себф квадратный корень Уа-+ № -+ са?. 

$ 265. Если въ интегрируемомъ дифференщаль заключается 

Иа - в -+ с, 

то вопервыхь всегда можно вывести коэффищенть с за радикалаль, так 

Ис и“ И, 
в) че 

Поэтому достаточно разсмотрфть только радикалъ вида Иа 4, 

въ которомъ коэффищшенть при 2? равенъ + 1 или — 1. 

1-шй случай. У а 6х - а? — здбоь 2? стоить со знакомь =. 

Дфлаемтъ подстановку полагая: 

Ум =:2-0..,:..:... (4660) 

Возводя обЪ части этого равенства въ квадратъ, получимъ: 

аа = — а, 
откуда: 

ам = — 225; 



отеюда: 

да _ а-я Уан-шржа =:—а=Е— 
РА лет ДАО 

(В+ 22) 22 — (##—а)2 +2) 24 (469) 
68 [ (Ф- 2=} Е. (В+ 22) > 

Подставивъ въ данный интеграль, вмфсто величин: 2; 42; Ив-н ба -н 22, 
ихь выражешя чрезъ 2, данныя формулами (467), (468), (469), избавимся 

оть радикала. 
Примрь. И ИВ формуламъ (467), (468), (369) при- 

водимъ данный а къ виду: 

(в ба + 21) 24: $ + 22) _ 

2) (6 - 22) 

Посяфдий же интеграль по формуль (424) = ы (3 . Но но (466) 

245. 
= 

2 =2--Уа-- а --а*. Сл\довательно: 

р Вт = А + 0. (ато) 
Уанш-а |2 ] 

2-ой случай. У ар 65 — 21 — здЪсь 2? стоить со знакомь —. 
Рьшимъ уравнене 2? — 65 — а=0, называя его корни чрезъ а и В. 

получим: . 

. (471) 

Какъ извЪстно: 
ай = @—9 (В)... (472) 

Дфлимъ подстановку: 

ый =@а...... . . (473) 

Отсюда изъ (472) имфемь: В — 2= (2 — 9) 2?; Откуда: 

Вчна Е у ь А ира (474) 

Поэтому: 
Ва Ва? —а- = 8—@=. 

ве Е м 1-2 к: 12 

Вставляя эту величину, вмфств (1 -а) 2, въ (413), получимъ: 

(В —®ё 5 т м. Уа + 5 — 2 = ат ОИ № 
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Вычислимь 4х изъ формулы (474): 

_а+м) 2а242 — (В а2') 2242 2 (а — В) гаг 

а) аж . (476) 

Формулы: (474), (475), (476) позволяютъ освободиться оть радикала и 

привести дёло къ интегрирован ращональной дроби, 
ах 

Примпра. к . По (475) и (476), получимь: 

ах 7 2а—№ 4+2) 24. 
Длякитвд= Ча > ай 

по (432): 

242 
— |2 = - 2479: 

Слфдовалельно: 
ах ` 

ЕЕ ЗАЯЕ 
Но изъ (478) имфемъ: . 

_ Увы 

Итакъ: 

Впрочемъ этоть интеграль получается въ боле простой формЪ слёдую- 
щимь боле легкимъ приемомъ. Не трудно ве что: 

иены те. +" ( 

Дфлаемъ подстановку: 

откуда: 

Подставляя, получимъ: 

Г. 
Г. Е 

т = В в
 2 Е 



ыы 

ох 

Но изъ (477) слфдуеть: 
5—2 

ЕЙ 

ыы ам]... 
Дуня У й/ `` °° 

Интегрирован!е бинома. 

Случаи интегрируемости бинома и его преобразоваше подстановкою 

{ а-+ 6" = 2. 

$ 266, Очень мноме интегралы имфюгь видъ: 

= Уакыу аа. 

Вычислеше этого выражешя называется интеуированемь бинома, потому 

что здфсь подъ корнемъ стоитъ биномъ (двучленъ). 

Обыкновенно этоть интегралъ представляють, полагая 

въ видЪ: 

-[= ета АИ (480) 

Биномъ можно интегрировать въ слфдующихъ случаяхъ: 
1) Если р цфлое число. Тогда разлагаемъ (а -+ 64”) по биному Нью- 

тона и интегрируемъ почленно. 
2) Если 

ТЕТ = цаому числу ВЕ, .. (481) 

Въ этомъ случаЪ полагаемъ: 

ам =:, 
откуда: ” 

к (=): * ее м 

Вставляя, получаемъ: 
а 

1 в—а\* а 
Этоть интеграль можно вычислить, если ТТ сть цфлое число, 

сдВлавъ подстановку 2 =, гдЬ х есть знаменатель той дроби В ‚ кото- 



а 

‘рая названа чрезъ р. ДЬйствительно эта подстановка уничтожаеть ради- 

калы (дробные показатели). 

3) Если 

р = цылому числу....... (482) 

Въ этомъ случаф дфлаемъ такое преобразоваше: 

га-кыу = Деви Бу 41... (483) 

Услоше интегрируемости (481) принимаеть въ преобразованнномъ ин- 

тегралЬ видъ МЕРА — цы числу. иди: 

т +1 
НР = цфлому числу, 

ЕТО : 
Примрь. Ли. Пишемъ его въ вид: 

ке 
Г. (1 — 229) 4. 

Здвеь т = 1; п=2; р = — - услоше интегрируемости (481) удовле- 
творено, потому : 

лье ЧЕ Ак ЗАВ 

ЕР › Я 

Полагаемь 1 — 2* = д; отсюда: 

2=УГ-Э (1 ша а. 
Поэтому: 

Пе ы РЕ ИЬ 
У! — 2 и м 

ев -И-—. 
Итакъ: 

2 ах 5 р = 1—2 +0...... 484 = у + (484) 

$ 267. Интегралы вида: 

Гиоеаь Диво йе убыюонаак: [ева въ ае 

рен тет я и теме кр. 



В 

въ которыхь подъ интеграломь ‘находится произведеше алгебраической 
функщи / оть какой нибудь простой трансцендентной на дифференщаль 

этой трансцендентной, вычисляются простою подстановкою. 

Прими. | 5135. с0з 2 ат. Здфоь кубъ оть синуса помноженъ на 

дифференщаль синуса: с0$ 4х. Полагаемъ 3 2 — у. Получимъ: 

ы та 

р 

Интегралы вида. {в ах. 

$ 968. Пусть 2 есть нфкоторая трансцендентная функщя отъ 2; Р.нф- 
которая алгебраическая функщя оть 2. Научимся вычислять интегралы 

вида: 

/. “Раз, 

если знаемь интегрировать 5 Ра». 
Полагаемъ: 

Гьаг = 0; Ге* 242=Е Ванин, 

Пользуясь этими обозначешями и интегрироващемъ по частямь, вы- 
числяемь: 

Ге Раз = [ле = 0" —п | 9-1 ав 

Я н-е- о-ва 

Ги-ваь = Гиз: 5584" — (п -9 ль 

Вставляя въ верхя изъ отихъ слрокъ значешя интеграловъ, данныя 
. 

нижними. получим: 

Глеаг = фтп вилкн в бам, 2. (485) 

Законъ дальнфйшаго составлешя этой формулы ясенъ. Если умфемъ 

вычислять ©, В, 8... и число ю есть число пфлоеи положительное; то по 

формулЪ (485) вычислимъ и й ‘Ра. : * 

Примпуь. Да (19 2) ах. 

Здфсь: 
ЕР Е 35, Ре"! 
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1 И: 9 р = 

4: в- Гош = Дек 

а: Со И 
Дема эй == Е =. 

^ 
т: 

Вычисляемъ: 

Ясно уже, что затьмъ получимъ = . Ветаваяя въ формулу 

(485) получим: `. 

ила = бр ро + 8.37: ие 

2" 
аж 

Какъ видимъ, рядъ закончился потому, что слфдующй членъ по этому 

закону былъ бы 3.(3 — 1) (3 — 2) (3 —3), то есть--равенъ нулю; бла- 

годаря тому, что 3-8 =0. 

$ 269. Интеграль вида Гав” 2 . 03" х ах приводится интегрирова- 

немъ по частямь въ боле простому виду слфдующимь способомъ: 

акта отек = 05" д. эт" х . 008 2 ах = 

= Доне вит саб = [отв а (#7 =). 
т 1 

Интегрируя по частямъ находимъ, что послфднй интеграль равенъ, 

ным В ды = 605"—1 2 7 тт] 5" 2. 64" 2 4х. 

Итакъ: 
ть 

Данте сот ар сб" а. "2 
тт 

И | рвы (9 (486) РР о. 

Но 
зт"- х . 03"? р = т". (1 — 05? 2) . 605"? 2 

= 9" 2 . 603" Вт" . с05" 2. 
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Поэтому: 

зат? д. 605"? 2, ах = == . 605"? д аз 

— [эх . в" д. 4%. 

Вставляя эту величину въ (486) получимъ: 

Гита -выта о д оиь ТН 

в—1 и" я ВВ аа я : Е | та в дах эт" 2. 605" х ах 

Соединяя здфсь интегралъ лфвой части равенства съ равнымъ ему инте- 
граломъ правой части, получимъ: 

: эт" д 08" 2 
81" 2. 605" 2. ах = ыы 2.5 

т-1 

тт я 3" 00° 4... р вы: 8 

Здесь мы понизили степень косинуса съ 608” 2 на 005"? 2. Прилагая 
этоть премъ къ интегралу правой части равенства (487), и такъ далфе. 

дойдемъ до одного изъ интеграловъ: 

Гат ва или ‚Даня в сета ак, 

которые умфемъ вычислять указанными въ 5% 267 и 268 снособами. 

Нёкоторые наиболфе употребительные въ приложеняхъ интегралы. 

$ 270. Иногда интегралы, которые подходять подъ формулы и спо- 
собы изложенной общей теор, могуть быть, по ихъ частному характеру, 

вычисляемы проще. Съ другой стороны, въ посафдующихь приложешяхь 

неудобно было бы намъ въ этой книгь отвлекаться вычисленями интегра- 

ловъ. Поэтому мы приводимъ здфеь вычислеше интеграловъ, встрёчаю- 
щихся особенно часто. 

Формулы, содержапцяся въ этомъ параграфЪ, обозначаемь 060бою ну- 

моращею [1], [2]... о 

Луз—а. 
Полагая въ (470), вмфсто а, постоянное — 4; 6—0, получим: 

И 4х = [+ — +2... 

Гизе аг. 
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Интегрируя по частямъ, находим: 

ты Я 

(2? — а? + а?) 4% 
У сч “= ей 

= уни ——=. 
Ут — а 

Но по формуль [1] этого параграфа: 

=4[1 У? —&ч]. 

Сл довательно: 

ОГуза 4 = У? — в? 

5 
Перенося изт, правой части равенства / У? — а? 42 вь лЪвую, по- 

лучимь: 
а Я 

Де а ру +0...1] 

Подобнымь же образомь вычислимъ И Уа?— а? ах. Именно: 

Диета = = т р Г 4% = Им— 

(2 — а? + а?) 4 Е, [Е я / Уря гут ИГ. — | 

- у=—= ыы 
Но полагая въ (478), вмфсто а, постоянное. 4; $ = 0 получимъ: 

ие = атоов (— ®)........ 1] 
Уаз" я 

Поэтому: 

Иа? 2 4 =зУ— 2? +4. атосоз к и У—ч ах. 
а 

Соединяя въ этомъ равенствф одинаковые интегралы, получимъ: 
а 

Дивы = С 

Делоне. Высшая математика п механика. 15 

27—27 4 — 41 [2 + — а]. 

. [4] 
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Не трудно вычислить сафдующе интегралы: 

Вычислен!1е площадей. 

Площадь параболы. 

$ 271. Вычислимь площадь параболы у’ ==2рх (фиг. 191). Изъ вя 
уравнешя имфемъ: ых й 

у = И2рз = Изр а". 

Я Согласно (415), площадь АОМ равна: 

в й Вр 
Де рае = у пе =у [= | 

ы Е =Ур а Уз = 3 ИУеа=В ие. 1481) 

= двумъ третямь прямоугольника АОВМ. Слфдова- 
тельно площадь 

в м ;) 
№0М = = МОВМ. 

Фиг. 191. З 

Площадь эллипса. 

$ 272, Вычислимъ площадь эллипса Е — в. Изь этого уравне- 
шя слВдуетъ (фиг. 192). 

=? ув. ко ОО 

Площадь РОВМ, заключенная между осью у, кривою, ординатою у и 
осью абсциссъ по (415) будеть: 

и= эм. 

: 
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Вставляя сюда величину у изъ (488), получимъ: 

и 

Пользуясь формулою [4] параграфа 270 получимъ: 

. 7] .. (489) 

Полагая адфсь 2 = а, получимъ, площадь АОВ четверти (квадранта) 
элаипса: ь 

Но аиссоз (— 1) = =. Сафдовательно: 

6 | @*= ах Ва?= _ абх 

дов [9 ета. 

Площадь же всего эллипса въ 4 раза боле этой площади эллиптическаго 

хвадранта. Итакъ: 
у 

Площадь эллииса = хаб. . (190) 

При а=5 эллицсъ обращается въ 

Е 

Фиг. 193. Фиг. 193. 

кругъ и получается извфстная формула площади пруга = а? (если назвать а 

чрезь В, то =?). 

Площади круговъ, описанныхь изъ центра залипса его полуосями какъ 
радусами, суть ха? и =57. Между ними и паощадью =аб эллинса суще- 
ствуеть соотношеше 

ха =УИ та. =, 
15%. 
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показывающее, что: площадь эллипса есть средняя пропоршональная пло- 
зцадей описаннато около нею и вписаннало в» нею круловь (фиг. 193). 

Площадь гиперболы. 

$ 273. Вычислимь площадь равносторонней гиперболы (фиг. 194); 

. ту = т. 
Имфемъ: 

9 К 

лмхв — [уаг= = | == [и] == то? 
р 

р р 

Ч 9" ==, 
РА ВЕ. 

тДЬ ОЛл=р; ОВ=а-. 

Замфтимъ, что въ этой гипербол%, какъ показываетъ самое ея уравне- 

не ху==т, площадь прямбугольника, построеннаго на абсциссв и орди- 

у 

Мз 

2. 

Фиг. 194. Фиг. 195. 

натВ есть величина постоянная, такъ что, напримфръ, прямоугольники 
АОВМ, А,ОВ'М', А,ОВ, М, равновелики (фиг. 195). 

Площадь циклоиды. 

$ 274. При вычислени площади циклонды намъ не встрётится даже 

необходимости вычислять интегралы, а достаточно будеть только знать 
видъ ихъ для опредфлешя величины площади алгебраическою формулою. 

Принимаемъ за ось х касательную въ вершинЪ циклоиды; а вершину 

примемъ за начало координатъ (фиг. 196). По формуль (383): 

ду _У 24 — _„/2а—у > - : Оле. 10 

Но эта формула выведена была при томъ, что начало координать было 

въ Л). Однако уголъ наклоненя касательной въ той системь быль ОКТ 
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въ системВ же фигуры 196-ой уголь наклонешя касательной есть КЕ, 

равный СКГ, какъ накрестлежащ. Для написашя дифференщальнаго 

уравнен!я циклоиды для новой системы координать остается въ формулв 

(491) замфнить прежий у, равный 8М, новымъ равнымь АМ, но 
5М =2а — АМ. СлБдовательно нужно, для переходя къ новымъ осямъ, 

замфнить только въ правой части 
(491)-го у чрезь 2а—у9. Полу- у 

чим: э ® 

р У ЕыаНя Уже, (492) 

Вычислимь площадь 4М0. 
Е 

дмо = [4 а ба: 
: Фиг. 196. 

Вставаяя сюда, вмфсто 4х, его величину изъ (492), получимъ: 

2 у с 2% у 

дмо— [зш= | у и = Уса (493) 
я ; й 

Вычислимь теперь площадь ВМО круговаго полусегмента. Она будеть: 

Н 

УГ хах, 

гдь Х, У координаты точки № Но Х = ВМ = среднепропорщюнальной 

между ИЕ ри 
ВС и ОВ =У (2а —у.у. 

Сльдовательно: 
й 

В№ = уве — ууу. 
: 

Сравнивая это выражеше съ (493) видимъ, что АМО = ВМО. Когда 

сдвлаемь ОВ равнымь ОС, то ВМО обратится въ площадь зи полу- 

круга, ОАМ обратится вь ОЕШ. Эти площади будуть равны и въ пре- 
дЬаф. Слфдовательно: 

та? 
ОЕ = а 

Вычитая ОЕ изъ ОСРЕ, получимь площадь ОМШС полуциклоиды. 
Но ОСРЕ=?а . СТ. Сторона же СТ) = а, по условшо каташя круга 
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по прямой. Слфдовательно ОСДЕ = ха. 32а = 2та*. Итакъ: 

ры 

Площадь же АВС цфлой цик- 
лоиды, заключенная (фиг. 197) 

между этою кривою и ея осно- 
ванемъ равна: 

3т Фиг. 197. ге ЗОО 
Она втрое болье площади катящагося круга, точкою котораго цивлоида 
вычерчивается. 

'Дифференцталъ сектора въ полярныхъ координатахъ. 

$ 275. Выучимся теперь опредфяять площади кривыхъ, выраженныхь 
въ полярныхъ координатахъ. Для этого опредфлимъ сначала дифферен- 

щалъ площади сектора кривой, выраженной въ поляр- 

. ныхь координатахь (фиг. 198). 

Пусть ОА есть полярная ось, О полюсъ и на кри- 

вой дана точка 2 своими координатами: х = 0; 

$ = АОМ. Дифференщаломъ сектора называется пло- 

щадь ОММ', заключенная между рад1усами векторами 
безконечно близкихь на кривой точекь М и №и 

Фиг. 198. дугою ЛОМ’. Опишемь изъ О радусомь ОМ окруж- 
ность. Площадь сектора отличается на безконечно 

малую величину 2-го порядка оть площади круговаго сектора ОМВ, ко- 

торую, въ свою очередь можно принять за треугольник съ основашемъ 

МВ= та, и высотою ”. Площадь его будеть: 

= „га? или т, 

Итакъ дифференщаль 4и сектора равенъ: 

ни 
Ни... 89) 

'Дифференщалъ сектора въ Декартовыхъ координатахъ. 

$ 276. Весьма полезные выводы дЪлаются иногда изъ выражен я этого 

дифференщала сектора въ Декартовыхъ координатахь точки М (фиг. 199). 

Выведемъ это выражеше. 

Изъ чертежа имфемъ: 
89$ = 

э= 

Дифференцируя, получим: 

4$ _ гаи ух. 

соф 
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Но 608$ = Е . Сльдовательно: 

= = 

откуда: 
э2ар = аау— ут ......... (496) 

Слфдовательно, согласно (495), дифференщаль 

сектора, будетъ: 
хау— ух Ар 

2 

Отсюда получается также интересное выражеше 
угла 0, составляемаго касательною съ радусомъ сек- 

тора. Именно: изъ чертежа (фиг. 199) имфемъ: С. = 

в=ичу; 

. (497) 

дифференцируя, получимъ: 

. ат = ав -н уду ос. ы, - (498) 

Дфля (496) на (498), получимъ: 

тар _ хау—у@х 
Е 4" — закчкуйу “`` °° ви 
Но, по (349), т = (96. СлЬдовательно: 

=4у— ух - 
100 = НЕЕ, зе а И МЫ (500) 

Площадь сектора. 

$ 277. Интегрируя уравнеше (495), получимъ формуду: 

п = И .. 609 

ДлЯ вычислешя площади сектора, ограниченнаго двумя какими-либо ра- 

усами векторами и заключенною между ними дугою кривой, выражен- 

ной въ поаярныхь координатахъ. 

Секторъ логариемической спирали. 

$ 278. Опредфлимъ площадь сектора логариомической спирали (фиг. 200): 

По (501) имфемъ: 
, 

1 ета ©" ИТ в 
р мт ЕТ 4т ‹ 

Ф 



аа 

Согласно съ уравнешемъ кривой, получимъ: 

в — 29% из 
= Чт т 

Выпрямлен1е дугъ кривыхъ. 

Общая формула выпрямленя дугъ кривыхъ въ Декартовыхъ координатахъ. 

$ 279. Подъ именемъ выпрямлени (или ректификащи) дугъ разумфется 
вычислеше длины дугь кривыхъ данныхъ уравненями. 

Дифференщаль дуги кривой мы уже вывели въ формул (313) въ вид: 

аз = Уайта... .... (813) 

Его, очевидно, можно представить въ видь: 

у 

‚-/ И:-%.м. .. (502) 

Здфсь интегрируется дифференщаль пропор- 
щональный 42, поэтому и предфлы должны быть взяты для 2: отъ =, 

До =, то есть опредфляемъ длину дуги, заключающейся между точ- 
ками № и М’, соотвфтствующими абсциссамь 2, и <, (фиг. 201). 

По уравненю у =/(2) кривой опредфляемъ а=; Вставляемь ея вы- 

ражеше въ (502) и, интегрируя, получимъ искомую длину дуги. 

=; 

Фиг. 201. 

Выпрямлене циклоиды. 

$ 280. Отнесемъ циклоиду къ той же систем, какъ и въ $ 280-омъ, 
то есть къ вершин и проходящей чрезъь нея касательной (фиг. 193). 

Въ этой систем координать дифференщальное уравнеше циклоиды будетъ 

по формул (4192): 

/ 2 м -И=, ОИ: 

Слфдовательно формула (502) приметь, для циклоиды, видъ: 

‚-ЛИтене 
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Замфнивъ здфеь, посредствомъ (492), 4х чрезъ Чу и вычисляя, получимь: 

тя ие 
Иные, уЙ 

= Ат у-} ау = И2а 

=2?2а [Уз] = 22а (Уу, —И\), 

ван 

дв у, и у, суть ординаты, соотвфтствующя 2; и &,. 

Интегрируя же въ предВлахъ оть у = 0 до у = и;, получим: 

8=2 ау. 

Если хотимъ опредфаить дугу ОМА (фиг. 202) полуциклоиды, то сл- 
дуеть интегрировать оть у=0 до у=2а (какъ видно изъ чертежа), 

и тогда получимъ. 

Дуга ОМА? ИЗаза=4а. 

Слфдовательно дуга ВОЛ всей 
вфтви циклоиды будеть: 

в=за... (508) 

Оказывается, что длина цик- 

аоиды сонзмтрима съ раду- 

сомъ а круга, производящаго ее 
своимъ катаньемъ. Длину окруж- 

ности можно опредфлить только приблизительно по ея радусу, съ кото- 

рымъ она несоизмфрима (число И несоизмфримо); длина же циклоиды 

опредфляется совершенно точно по радусу производящаго круга: она 

равна 8 радусамь или 4 даметрамь катящагося круга. 

Фиг. 203. 

Выпрямлене параболы, 

$ 281. Опредфлимъ длину дуги параболы у? = 2рх. Имфемъ (см. $ 215): 

Вставляя въ (502), получимь: 

Е — Е] 
$ У :-5 ах. 

=, ” 
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Замфияя здфсь 4х величиною м 3). выводимою изъ (504), а \ 

2: 4 ГИ 
Е 1 м 
‚ГИ, (>) 

ГО 

1 № 

= УР 
ЕО 

Этоть интеграль вычислимь, замфняя въ формуль [2] параграфа 
2710-го величину (— а?) чрезъ р?. Получимъ: 

х 
1 вые 1 ист тт 2 И 

= у у = ие + (у К) 2 2 и. 

- [ее 
ИЕ 

Выражене весьма сложное, 

р Обе и 

м (у-у яр) 3 ь. 

Выпрямление эллипса. 
у з 

289. Вычислимь дугу эллипса ^5 -= № = 1. Имфемь: ду я + 

а 
Сафдовательно —-о, = — 

‚Л т @% .. (505) 

Опредвляя у изъ уравнея = — 1 эалипса, получим: 

= ь 2 = У — 

Вставаяя эту величину въ (505), получим: 

# / 15° а“? (@ — 27°) 

з ие 

Вводя эксцентриситетъ, 

‚ЗИЕВ 
а 
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эллипса, то есть полагая: а? — 6 — а?е?, получимъ: 

‚ЛИ ы 

Весь эти интегралы не могуть быть выражены въ тЬхъ простыхъ 

функщяхь, которыя до сихъ поръ указаны были въ нашемъ руководств: 
они выражаются особыми, высшими трансцендентными эллиптическими 

фиункигями (см. алфавитный указатель). 

Можно однако стремиться найти приближенное выражене интеграла 

(506). Будемъ его брать въ предфлахъ оть 0 до х. Введемъ вмЪсто 2 дру- 
тое перемфнное ф посредствомъ уравнен: 

. (606) 

х=а.з5т$.; откуда 42 =а . е0зф 4$. 

Формула (506) приметъ видъ: 

Разлагая Ут— $ по биному Ньютона, получимъ: 

} Уз ф = (1—2; =1 ет 9 р изв 

Вставляя въ (507), получимъ: 

В 
м а 

-1.3, 

2.4.6. =- 
$.®—. а ... 608) 

Далфе мы не будемъ производить подробнаго вычисленя, а скажемъ 

‘только, что ых ри входящихъ въ (508) интеграловъ, взявъ сначала 

предфлы 0 и =, получили бы величину дуга четверти эллипса. Учетверивь =” 
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этоть результатъ, получили бы для длины $ всего эллипса такое выражен: 

2 

:*) 
На .. 609) 

При достаточно маломъ е = д › "0 ебть когда полуоси @ и Ь не 

слишкомъ отличаются одна оть другой (эллинсъ не слишкомъ растянуть), 
рядъ довольно быстро сходящйся (члены его быстро уменьшаются) и потому 

годится для приближеннаго вычисдешя. Но удобнфе для этого формула *), 

тоже приблизительная, слфдующая: полная длина эллицса з почти равна: 

: ты 
в=* |< УЕ иг: (510) 

при чемъ ошибка, получающаяся при вычислен!и. длины эллипса по этой 

формуль, менфе, чмъ 
Чат вв 

180 —е”)’ 

гдВ е есть эксцентриситеть = 

Общ способъ выпрямлешя дугъ въ полярныхъ координатахъ. 

$ 283. По формуль (348): 

@ =У(@а- 64$. 
Можно это представить такъ: 

‘или такъ: 

48 = а" | 1 * . : (512) 

Интегрируя, получимь сл6дуюция формулы, изъ коихъ и та и другая го- 
дятся для выпрямленя т: и въ полярныхъ координатах: 

- МЕ (*) == +7%....... . 618) 

В ее ии ьаОИ 

*) ЗеМотией. бермаязьисв али Званый 4ег ВбВегеи АпаНз5; Апёкабет 
аз г Гибовтаиесьиииа. 1874; р. 82. 
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Выпрямлене дуги архимедовой спирали. 

$ 284. Вычислимьъ длину дуги архимедовой спирали, взятой отъ на- 

чала до точки, соотвфтствующей углу $. Интеграль придется ‚брать отъ 

0 до $. Уравнеше архимедовой спирали таково: 

г=аф, 
откуда |. 

а = а. 

По (518) имфемъ: 

Неа м. 

5 

Вставляя сюда, вмфето , величину аф изъ уравненя спирали, получимь 

= утери =. [Ут $: а. 

у 

По формул [2] параграфа 270-го, принимая въ ней —а? = 1, получимъ' 

= ФУ И и. 

Приблизительное опред$лен1е площадей и точное 
вычислен!е средняго значен!я функц. 

Элементарный способъ. 

$ 285. Въ приложешяхь иногда удобнЪе, не гонясь за совершенною 
точностью, опредфлять площади приблизительно. 

Самымъ простымъ, но и наименфе точнымъ, средствомъ является для 
этого слфдуюнщий способъ. 

Положимъ требуется опредфлить площаль | 

АВС, заключенную между кривою, хотя бы 
она была и незакономфрная (см. $ 8). двумя 

ея ординатами и осью абсциссъ (фиг. 203). 
ДЪлимь АЛ на п равныхъ частей и чрезъ 

точки дфленя проводимъ ординаты. Назо- 

вемъ у, ординату АВ, у, слЪдующую и такъ Фиг. 203. 

далфе; измбряемъ ихъ. Сумма прямоугольни- 
ковъ, построенныхъ на этихъ ординатахъ, очевидно, будеть тёмъ менфе 

отличаться оть площади АВСЛ, чфмъ на большее число частей раздф- 

лень отрзокъь АД. Эту сумму и принимаемь за площадь кривой. Она 
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будеть равна: 

п ААА ЕН 6) 

такъ какъ величина какого нибудь т-го прямоугольника будеть р : 
потому что высота его = у„, основаше == =. 

Средняя ариеметическая ординатъ. 

$ 286. Среднею ариеметическою нфеколькихъ величинъ называется, 
хакъ извфстно, частное, происходящее оть раздфлешя суммы этихъ вели- 
чинъ на ихъ число, , 

Изъ формулы (515) видно, ‘что среднее ариометическое отьлиьченныесь 

ординать равно 

иниуи +... _ 0 
п — АБ 

= площади дфленной на ея основаше. 

Отсюда слфдуетъ, что среднее аривметическое исья» ординат» равно: 

ь 

ИЕ 45 

20 
$ 

потому что интеграль / уах выражаетъ, какъ мы видфли (415), пло- 
: 

щадь АВОЛ (фиг. 203), если а и 6 суть абсциссы ординатъь АВи ОС; 

основаШе же АЛ площади равно $ —“. 

Формула (516) примфнима только къ закономврнымъ кривымъ, выра- 

жаемымь уравнешемъ 
У. дне на 

Опредфлеше средняго значеня фуннци. 

$ 287. Подставляя въ (516), вмфсто у, его величину изъ (517) по- 
дучимъ: 

Этою формулою, согласно сказанному въ предъидущемь параграфЪ, опре- 

дрляется совершенно точно среднее значене функщи / (2) изо везхь ев 

значенй, соотвЪтствующихь всЪмъ значешямь икса въ предфлахь оть 

В=а 0.2%, 

Этоть выводъ чрезвычайно важенъ для многихъ приложен и по 
истин велика мощь интегральнаго исчислешя, дающаго возможность опре- 
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дЬаять среднее значеше фунищи изо веъхь ея значенй въ данныхъ пре- 

дрлахъ такъ же точно, какъ будто бы мы вычислили все безконечное 

множество значенй, принимаемыхь функщею при непрерывномъ ея из- 
мьнен1и. 

Правило Симпсона. 

$ #88. Въ самыхъ разнообразныхъ наслфдованяхъ встрьчается необ- 
холимость или въ опредфлеши средняго значешя какой нибудь перемфн- 

ной величины (функши) или въ опредфлени площади. Между тфмъ фор- 
мула (518) примфнима только 

къ закономфрнымь функи- 

ям, способъ же элементар- 

ный требуеть проведен!я 
весьма большого числа орди- 
натъ для достижения желае- 
мой степени точности. По- 

этому изобрфтено быдо много 

другихъ способовъ, которые 
не требовали бы интегриро- 
вашы и давали бы или болфе точное сравнительно съ элементарнымь 
способомь рЬшенше при томъ же числь ординать, или рьшеше той же 
точности при меньшемъ числь ординатъ. 

Одинъ изъ наиболье практичныхь способовъ представляеть собою 

правило Симисона, къ описанию котораго мы и приступаемъ. 
Положимь, что намъ нужно опредфаить площадь АВСЛ (фиг. 204). 

ДЬлимъ основане ВС на четное число, 2п, частей. Проводимъ изъ 

точекъ дфлешя ординаты У, У; Уз Уз... Уз. Уз У» Вычисляемь 
полосы, заключенныя между четными ординатами; напримфрь вычислимь 
площадь полосы ВАЕУ, заключенный между ординатами у, и у». Даля 
этого раздфлимъ прямую В/ на 3 равныя части: Вт — ти = я/. Изъ 

точекъ дфаешя т и п проведемъ ординаты. Полоса ВАЕХ весьма мало 
отличается огь суммы трехъ трапешй: 

ВАМт + тММ№п + вМЕ/. 

Вычисляемь эту сумму по теоремф: площадь трапещи = полусуммЪ ея па- 
раллельныхъ сторонъ, помноженной на высоту; получимъ: 

Фиг. 204. 

У ф-т М). Бт ну (иМ + #№) „ти 1 (им -- УЕ). у. 

а а 2 о 

Назовемь чрезъ $ величину Ве; такъ что: 

ВС ==“. 
2п 
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Сдфлавъ въ (519) приведеше и замфтивъ, что 

Вт = тн == 2. 

Получимъ: 

ВАУ = №, +2 (М + ьХ) +7Р].... 60) 

Но въ трапеши М № ордината у, весьма мало отличается отъ ея сред- 
ней лини равной, какъ известно, полусуммф параллельныхъ сторонъ. 

Слфдовательно приблизительно: 

тМ —- № 
ИР ЕЕ 

откуда: 
2 (тМ + в№) = 49, ; 

вставляя въ (520) эту величину, и замфчая, что ЛЁ = у, получим: 

ВАЕ/ = ы (и-наи у). 

Вычисляемая площадь 4 ВСР равна сумм! такихъ полосъ. Слфдовательно: 

АВСр = ь (аи и) = - (учи +... 

= бы, 4, +») = ы [Их - 4 = 29, + 4% + 2 + 4% 

=... Зуи а -Н У. -Н У» = о Чи 

Нуб нид. 

Полагая 
$1 = сумм нечетныхъ ординатъ, 

$: = сумм четныхъ ординать, 

видимЪ что: 

АВОСЬ = А [№ = 48, + 2 +у9»]| ..,.-. (621) 

Это и есть знаменитая приблизительная формула Симпсона: ”лощадь равна 

произведению трети разстоянёя между сосфдними ординатами ма сумму: 

первой и послъдней ординатъ, учетверенной суммы нечетныхь и удвоенной 

суммы четных» ординатъ. т . 
Еслибы мы просто складывали полоски вродф т ИМ даже болфе‘узыя, 

чфмъ полоски между сосфдними ординатами У, и У;, то получили бы ило- 

щадь меныпую чфмъ АВСЛ. Но при вывод формулы Симисона мы дь- 

лаемъ кромф того другую ошибку, какъ разъ въ обратную сторону, зам$- 

няя среднюю лин еЁ несколько бблышею, сравнительно съ ней, орди- 
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натою у, и поступая такъ во вефхъ полосахъ. Поэтому формула Сими- 
сона во много разъ точнфе элементарнаго способа при проведеши того 
же числа ординатъ. Число это и, потому что 
тая ординаты какъ тМ или М входять въ 
разсуждеше но не въ формулу: измфрить нужно 

только 2п ординатъ: уз, Уз, У, --. Ул. 

Если бы упомянутыя ошибки, уклоняюция 

выводъ въ противоположныя стороны, были оди- 
наковы, то получилась бы совершенно точная 
величина; однако ошибки эти не одинаковы, 
и потому формула Симпсона всетаки прибли- Фиг. 205. 

женная. 
Само собою разумфется, что мЪста, вродЪ 145 (фиг. 205), надо вы- 

числять 06060. 

'Вычислен!е объемовъ помощью простыхъ интеграловъ. 

Объемы тфлъ вращенй. 

$ 289. ТЬломъ вращеня (фиг. 206) называется всякое тЪло, образо- 
ванное вращенемъ около оси / какой-нибудь кривой АВ, находящейся 

съ /й въ одной плоскости. Иногда товорять, что такое тфло образо- 

вано вращеншемь площади 
АВОЛ около №. у к 

Научимся вычислять м 
объемь тфла, происходя- 

щаго оть вращеншя пло- М, 
щади АОМР (фиг. 207) 

около оси =. 
Если х возрастеть на 

Аж, то объемъ у тфла вра- 

щешя возрастеть на объ- Фиг. 206. 
емъ Ау, происходящий отъ 

вращешя площади РМ2Г’Р'. Этоть объемъ Ау менфе того, который про- 
исходить огь вращешя прямоугольника РК'Р' и боле того, который 

происходить отъ вращешя прямоугольника РМУР”. Эти два объема суть 

цилиндры: ращусъ основашя 1-го равенъ у, радусъ основавйя 2-го ра- 

венъ у-- Ау; высоты же ихъ равны Ах, 
СлЪдовательно: 

м’ 

Фиг. 207. 

х (у- Ау)? 4 > у > пух. 

ДЪля на Ах, получимъ: 
м 

М> >=. 
Делоне._Высшая математика и механика. 16 



Величины, между которыми стоить м сольются въ предфаЪ, и по-‘ 
лучимъ: 

орьы в= 

откуда 4у = =у? 4х. Сафдовательно: 
=. 

им... 69 

^ 
Примпуь 1-ый. Опредфлить объемъ эллипсоида вращешя (фиг. 208), 

происшедшаго отъ вращеня эллипса около большой оси. 

Отнесемъ эалицеъ къ его вершинЪ; по 

(99) уравнеше эллинса, будетъ: 

у? = Эрл — —; 4?. 

Подставивт, сюда, вмфсто р, его вели- ыы 
чину =, › получим: 

в [о 7 :3` ‚леаит (2х — 2). 

По (522) имфемъ для объема описаннаго площадью ОАВ: 

г м ы 2“ 
у= г] (2ад — 2*) ах = Не |= т [|2 

° о 5 

2тб 26? 2 _ = 2? 
= — > = (= — $) . 

а 

Для опредфлешя объема всего эллипсоида вращеня нужно взять верх- 

нимъ предфломъ за, то есть положить въ сдфланномъь выводЪ 5 = 2а. 

Получим: 

у ы [ (2щ) а а [“ т Е таб. 

Итакъ: 

При а == В получимъ объемъ шара 3 яз. 

Объемъ Тфла, площади сфченй котораго параллельными плоскостями 

известны. 

$ 290. Если извстна площадь сфчен!я тфла плоскостью перпендику- 
аярною къ оси 2, проведенною на разстояви 2 оть начала, то опредф- 
ляемъ объемъ тьла слфдующимъ образомъ (фиг. 209). 
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Назовемь чрезъь м площадь такого сфченя. Съ приращешемъь икса 
на Ах площадь м перемфщается и получаеть приращеше Ам. Получен- 

ное при этомь приращеше Ау объема будеть заключено между двумя 
цилиндрами съ основашями м и м-+ Ам, съ высотами Ах. Поэтому: 

(ш + Ам) Ах > Ау > идх. 

Дфля на Ах, получимъ: 

4% 
а® 

откуда 4у = мах. Салдовательно: 
=, 

"= вы ... - (524) 

тдЬ 2; и 2, суть разстояшя оть начала координать тьхъ сфченй, кото- 
рыми ограничен вычисляемый объемъ. ; 

Примтр». Опредфлить объемъ трехоснаго эллипсоида, 5 — и +5 иг 

Уравнене кривой, получаемой въ сЪчеши эллипсоида плоскостью @НР 
проведенною на разстояши 2, оть начала будетъ (фиг” 210): 

Если сдфлаемь въ немъ 2 = 0, то полу- 
чимъ: и 
К 1—5. 

Если сдфлаемъ въ (525) у = 0, то полу- 
чимъ: 

Это будуть оси эллиптическаго сфчешя. Но по (490) площадь такого 
эллицса = НР. СН. =. Сльдовательно площадь сфчешя будеть: 

НР. ВН. ===. в-5). 

ДЬлая 2, перемфннымь, мы должны замфнить здфеь 2, чрезъ 2. Получимь: 
площадь сфчешя м = ябе (1 —5). Вставляя въ (524) найдемьъ поло- 

16* 
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вину всего объема; 

р: 4 
Если а-=Ь == В, то получаемъ объемь шара -5; А*. 

Вычислен!е объемовъ тфлъ помощью двойныхъ 
интеграловъ. 

Общя формулы 

$ 291. Иногда опредфлеше самой площади м сфчешя, разсмалривае- 
маго въ предъидущемь параграфЪ, требуеть особаго интегрирован. Въ 

такомъ случаЪ получаются двойные интегралы. 

Пояснимъ, какъ это выходить и что значить двойной интегралъ. 

Для вычислешя объема по формул (524) нужно знать площадь И 

сфчешя СНР (фиг. 211). Элементь этого 
сфчешя, какъ видно изъ чертежа, равенъ 

г4у. Интегрируя этотъ дифференшаль въ 
предълахъ оть 0 до у, получимъь площадь 

0. Итакъ по (524); 

= чае. (0. 

5 

по приведенному разсуждению: 
у 

и = 2 ау. 
Фиг. 211. / к $ 

Вставляя въ (524) эту величину и, получимъ: 

з 

=== ГГ а 



а аа уму 

у = Г ‚ле = Эх ву. т (527) 

5 5 20 ито 
или такъ р ре + 

у = 2 ау = Е). ах за т. (528) 

о 5 =—0 э=о 

Примър. Опредфлить объемь АВСШО (фиг. 212), ограниченный: 

плоскостью (2, 2), плоскостью (ху), плоскостью ОСВ, уравнен!е которой 

У= а 2, плоскостью АВСЛ проведенною пер- 

пендикулярно оси = на разстояни а оть на- 
чала м поверхностью СДО, уравнеше которой: 

#1 (4+ Ву"). 

По формуль (528): 
ь =» а г] 

У= ф ах 4 Е (Аа? + Ву?) ау. фиг. 919 
м В. 

Верх предфлъ интегращши по у есть у, опредфляемое изъ уравне- 

ны у — 2 плоскости ОСВ, потому что подвижная площадь и огра- 

ничивается этою плоскостью (фиг. 212). 
Интегрируемъ по у въ предположени, что д постоянное, такъ какъ 

интегращя по у распространяется на площадь и, которая пока ненод- 
вижна: интегращею же по 2 перемфщаемъ эту площадь. Поэтому: 
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Формулы $ 291-го съ другой точки зрфн. 

$ 292. Формула (527) можеть быть истолкована еще слфлующимь 
образомъ. Въ этой формул: 

т, 

"-Х ‚гв 

88 

величина (42 4у есть безконечно малый прямоугольникъ, представляюпий 
с0б0ю основаше безконечно тонкаго столбика (фиг. 213), высота кото- 

раго 2. Интегрируя по у, суммируемь таые столбики и получаемъ слой 
у 

АВС = - 24 ау. Интегрируя этотъ интеграль по 2 суммруемъ таке 
$ 4:8 

слои и получаемъ весь объемъ у = 2 аз ау. ИГ 
Наконсць та же самая формула можеть быть разсматриваема слЪ- 

дующямъ образомъ. 

ВырЬзаемъ внутри даннаго (фиг. 214) объема безконечно малый па- 
раллелепииедъ, ограниченный плоскостями параллельными плоскостямт 

ий 

Фиг. 313. Фиг. 214. 

координать и притомъ такой величины, что ребра его суть 42 Чу 42 и 

параллельны тЪмъ осямъ, обозначешя коихъ 2, у, 2, стоять подъ знаками 
этихъ дифференщаловъ. Объемъ такого параллелененида будетъ: 

4х ау 42. 

у ОД Гал. о 2: 

о © о : : ‹ 
Интеграл Й складываеть таке параллелепипеды по направлено па- 

р 

Напишемъ: 

раллельному оси 2, при чемь получается столбикъ (фиг. 213). Инте- 



а: 

у 

гралъ / складываеть таже столбики но направленйю параллельному оси }/, 
а 

при чемъ получается слой АВС (фиг. 213). Наконець интеграль / скла- 
$ 

дываеть таке слои по направлешю параллельному оси 2, при чемъ по- 
лучается весь объемъ у. 

Интегрируя по & мы считаемъь постоянными 2 и у, такъ что прихо- 
, : 

дится все выносить за знакъ д кромф 42; но / 

$ . 

ДГ ани = [ Дивену .... 689 
о о Г Г 

и мы опять получили формулу (527): 

ця 
=] ] 2 45 ау. 

бо 

Многократные интегралы. 

$ 293. Въ послёднихъ параграфахъ мы невольно встрфтились съ 060й- 
ными и тройными интегралами. Можно обобщить это поняме и разсма- 

тривать # кратные интегралы вида: 

а ро в ео 

ГУ... Глена. оо. а 

о Га ® ©, 

Необходимо отличать эти интералы, относянйеся ко многимъ пере- 

мфннымъ (при чемъ каждый отдфльный интеграль, входяций въ составъ 
такого кратнаго интеграла, распространяется на свое перемфиное), ом 
послъдовательнаю интенрировангя по одному и тому же перемтиному, 
наприм®ръ такого: 
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а Ф 3 

Прим 1-ый. Вычислимь $} -а я =" аз ауаг. 

Послфдовательный ходъ вычисленя будетъ въ подробностяхъ таковъ: 

а ь в а ь 

ат № ет 
УД Теа ДЛЕДем . ЕТ ахау 

о о 

наи а 

ОВ ах НЫ _ На 
тт тт 5 = тг° 

эуу 

Примтрь` 2-ой. Вычислимь р / 1 2" ах ау 4г, отличающийся оть 
а ; 

даннаго въ предъидущемь примфрЪ только предфлами. Вычиелене будеть 
таково: 

ДИ Гелтьы= Е 

Л И -/ У | у 
(т-нт) (т-=2) (т-+т) (т-=2) Ч (т-НТ) @и-=2) | 

ыы у а у" 
— би) 2) (302) = О 2) О. 

ое 

Примтуь 3-й. Вычислимъ у - / 2" 4х ау 42, отличающийся только 
УВ 2:5 

предфлами оть интеграловъ двухъ предъидущихь примфрову. 

от 
ла вы ЛЕ @е ау = 

Г ыыы ыы | 
; инь (т--1) (т-2) 

РЕК а 

— (т и-2) (ут — в"). 
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Вычислен!е величины поверхностей. 

Величина поверхностей вращен!я. 

$ 294. Если у есть ордината данной кривой и оть вращевшя этой 
кривой около оси 2 происходить поверхность. то элементь ММ'М'М№ этой 

поверхности (фиг. 215) равенъ: 
| 

ИГау 
2ту@з = Эту ] (“) 1 4%, 

м 

Фиг, 215, Фиг. 216. 

тдь @; = ММ' — оэлементъ дуги данной кривой. Поэтому вся поверхность 

пояса, ограниченнаго плоскостями х = 2; 2 ==, будеть: 

, т 
= |» У (@) +1 мыза Сны 68) 

Прим. Опредфлить величину (площадь) поверхности, образованной 

вращешемьъ циклоиды около ея основашя (фиг. 216). 

Уравнеше циклоиды (см, $ 223) суть: 

2 =а (ф—319)... ки «4 (880) 

у = а (Е— 0089)... . 2.88) 

Вычисляемь: 
41 =а (1 — 0083) 4$ 

4у =а. зтф аз 

@8 = (а) -= @у! = Уй А — 2008 ф + обр $) @ ыы 

а 
= а? (1 — 008$) 4? 

48 =аУ? УТ с083 4$ = 2азт ( 
55-8 
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Вставляя въ (531), получимт: 

2 у. зв. (2) атм Га ав. (2) 4 

= вне (ыы (=) эт (*) а? 

= ве Г [а $ - т? $ + зт 5 4? 

= вне [|] т.ат+ йа (> |. 

Если хотимъ получить поверхность всего тВла вращеня, то должны 
принять за предфлы О и 2х, потому что уголъ ф (см. $ 223), при опи- 
саши точкою катящагося круга полной вЪтви циклоиды, . намфняется отъ 
© до 2л. Получимъ: 

2 2 

16та? [зат Дан За 0] 

о 
2= = Я лей [со $ ей 

= 16та? [екон + ок во] 

‚ т [5—2 1 94, 16а; | 3 З 16бта? |2 З = 16та?. 3 =-8 

Итакъ, полная поверхность тфла, происходящаго отъ вращешя циклоиды 
та 

около ея основашя = ме Поверхность шара, образованннаго отъ 

вращешя около даметра образующаго круга = 4ха?. Слфдовательно по- 

верхность циклоидальнаго тфла болфе поверхности этого шара въ Е: разъ. 

Проекщя площади на плоскость. 

$ 295. Представимъ себЪ двф плоскости Ми № (фиг. 217). Поло- 
кимъ. что въ плоскости М дана фигура 2/. Геометрическое мфсто осно- 
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ван периендикуляровъ, опущенныхь изъ точекъ лини, ограничиваю- 
щей 2, на плоскость №, называется проекщею фигуры % на плоскость №. 

Пусть ф есть уголъ, составляемый плоскостью № фигуры и плос- 

костью № ея проекци. Примемь прямую пересфчешя этихъ плоскостей 

за ось х и какой-нибудь перпендикуляръ, проведенный къ ней въ плос- 

кости М, за ось у. Перпендикуляръь же проведенный къ 0% изъ о въ 

плоскости № примемъ за ось у’ другой системы, лежащей въ №. 

у 

Фиг, 217. Фиг. 318. 

Изъ чертежа (фиг. 218) видно, что ордината проекщи М’ равна орди- 

натв точки М помноженной на с0$ $; 

3 9:90 оон 888) 
Но по (415): 

^ 
площадь М = } у4х 

площадь т = Да = Дуя . 45 = 603$ Е = М 0039. 

Слфдовательно: площадь проекиёи равна произведению площади проек- 
тируемой фицры на посинусь пла, составляемаю плоскостью фиуры 

с плоскостью проекнйи: 
в бое иго в алые + 688) 

Вычислене площадей поверхностей. 

$ 296. Мы видфли въ $ 294 какъ вычисляются площади поверхно- 
стей вращения; посмотримъ, какъ вычисляются площади какихъ бы то 
ни было закономфрныхь поверхностей. 

Элементь поверхности можно представить себф какъ элементь каса- 

тельной плоскости. Пусть уголъ, составаяемый касательною плоскостью 
съ плоскостью (2, у) будеть $. Назовемъ элементъ поверхности (1, проек- 
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ЦЮ этого элемента на плоскости (2, У) обозначимъ чрезъ 4’. По ска- 

занному въ предъидущемьъ параграф: 
ба бете 0 а: 9 (53+) 

Опредфлимъ теперь уголь $. Уголь ф, составляемый касательною 
плоскостью съ плоскостью (2, У) равенъ углу, составляемому соотв/и- 
ственно ‘перпендикулярными къ иимъ: нормалью и осью 2. Но косинусъ 

угла, составляемаго нормалью съ осью = опредфляется третьею изъ фор- 
мулъ (395). Слфдовательно: у 

у оо: а (535) 
9% з Гл з (%} 

У (#) = (%) = 
Обыкновенно частныя производныя, заключенныя въ этой формулЪ, 

замфняются частными производными оть = по иксу и по игреку. ДФлается 

это такъ. Если { (2, у, 2) =0 есть уравнене данной поверхности, то и 

полный дифференщать отъ / (2, у, 2) тоже равенъ нулю. По формул (256) 

полнаго дифференщала имфемъ слфдовательно: 

и аш + ино И 

При опредфлеши изъ этого уравнен!я частной производной 2. = мы ДОЛИНЫ 

въ немъ у считать постояннымъ, сабдовательно ^^ ду пулемъ. И 

9 
д о, о а (537) 
0 9% 

9 

Точно также найдемъ изъ (536), полагая 2 постояннымъ: 

Е. 
А, рае .. (638) 
ии 

9= 
дг 

Эти величины 5; - встрфчаются въ анализЪ весьма часто, и для 

нихъ существуеть особое обозначеше буквами ри 9: 

9. 
ЕАО я ЕВГ: (539) 

9 

9 
а МЕ (540) 
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Чтобы замвнить въ (535) частныя производныя отъ Х частными про- 

изводными отъ 2, дфлимъ и числителя и знаменателя на = Получимъ: 

1 

Уй-е-1 

Подставляя эту величину въ (534), 

получимъ; 

а = 0. . (542) 

608ф = 

Принимая за элементъ проекщи 4 4у 

(фиг. 219), получимъ изъ (542); 

43 
4х ау = - у 

у 
откуда Фиг. 219. 

Ур’ 9—1 4=а4у = дифференщаль поверхности. .. (543) 

Интегрируя, получимъ: 

"= | Гувче- ау. ...`. - (544) 

По этой формуль и вычисляются площади поверхностей, хотя бы 

онЪ и не были поверхностями вращеня. 

ТЛАВА Ш. 

Интегрироване дифференщальныхъ уравненйй. 

Опред $ ленге. 

$ 297. Дифференшальнымь уравнешемъ я-го порядка съ двумя пере- 

мЪнными называется уравнеше, заключающее въ себф: независимое пере- 

мЪнное, функцию этого перемфннаго и производныя или дифференщалы 

этой функщи до и-го порядка включительно. 

Такъ напримфръ дифференщальное уравнеше 1-го порядка съ двумя 
перемвнными имфеть видъ: 

У (- у, я) =0; 

ау ач 
ве ут, = 

урвнеше же: 

будеть второго порядка. 

Интегрировать дифференщальное уравнеше съ двумя перемфнными 

=, у значить найти такое соотношене между независимымьъ перемВн- 



БеЗ — 

нымъ 2 и его функшею у, которое не заключало бы производныхъ, но 

удовлетворяло бы данному дифференщальному уравнению, то есть, приво- 

дилось бы дифференцировашемь къ данному. 

Напримфръ, интеграль дифференщальнаго уравнешя 

ау тео РЕЖ = 2+2, ПИЗРЕИЛЬ и ‹рь ИЗ (545) 

будеть: 

У—а2-= бут... ..... . (546) 

потому что дифференцироващемь его придемъ къ (545). Именно: диффе- 
‘ренцируя (546), получимь: 

Чу _ С» г ана (547) 

Опредфливъ изъ (546): 

ая) Рае ау — ая. 

Здфеь -- 42? и — 2? уничтожаются и получается данное дифферен- 
щальное уравнеше (545). 

ОтдЪлене перемфнныхъ. 

$ 298. Всего проще интегрируются тВ уравнешя, въ которыхъ можно 

вынести перемвнное 2 и 42 въ одну сторону уравнены, а перемвнныя у 

и 4у—въ другую; другими словами, когда легко привести данное уравне- 
ще къ виду: 

12). 4=$(.4........ - 548) 

Приведеше дифференщальнаго уравненя къ такому виду называется 

отдъленемь перемфнныхъ. 

Если такое отдфлеше перембнныхъ исполнено, то изъ (548) получимъ: 

[уаз = [зы 

и остается только вычислить интегралы. 

Примтрь. Интегрировать уравнене: 

оли ада 
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Отдфливъ перемфиныя, получимъ: 

2" ах —- у" ау 

откуда: 

Отсюда получимъ: 

НЫ Е 

Мы увидимь, что далеко не во всфхъ уравненяхьъ перемфнныя так 
легко отдфляются. 

Однородныя уравненя. 

$ 299. Однородною функщею перемвнныхъ 2, у называется такая ихъ 

функщя, всЪ члены которой одинаковаго измфрешя по отношено къ пе- 
ремфинымъ. Напримвръ: 

Уй+уаечу 

есть однородная функщя 1-го порядка; функщя: 

42 У а? - Зау + 2? +В ..... (549) 

однородная функщя 2-го порядка, потому что всЪ члены ея 2-го изм®ре- 
шя относительно перемфиныхъ. 

Всякая однородная функщя т-го порядка можеть быть выражена въ 
видф: 

Напримфръ (549), если въ ней вывести за скобки 2”, получить видъ: 

2 И: =): =) 

Однороднымь дифференщальнымь уравнешемъ съ двумя перемфнными на- 
зывается уравнене вида: 

М ас - Мау =0, 

въ которомь Ми М суть однородныя функщи оть (2, у). 

Тамя уравненшя интегрируются слфдующимьъ образомъ. По формул 
(550) его приводятъ къ виду: 

тру [У то (9 га и "(Иа =о. 

Дфая на 2", получають: 

ии (чо. а ЗВ 
я х 



ДЪлають затЪмъ подстановку: 

=2 

откуда: 4у = заг + га. 

Подставляя эти величины (#), Чу въ (551), нолучають: 

Г) аз. [ее + #а# = 0. 
‘или: 

[У (2) +:2.$()] а -2.3(@).4=0. 

Дфля 06% части этого уравнены на 2 [У (2) + &2(2)], получаютъ урав- 
нене: 

—. $ (2) 42 

и (=) =2.$Ф (2) 

въ которомъ ИИ оказываются отдзленными, 

Изъ (562) получим: 

ТЕ Ду ф (2) 42 ка, 

1@-#.3@ ее 

Остается только вычислить интегралы, иди, какъ говорять, задача ири- 

ведена кь квадратурамь (къ вычисленю интегралов вида у Е (2) а»), 

ЗалЪмъ нужно еще вставить у вмфсто #. 

Примпрь. Интегрироваль уравнене: 

ВО”. 

24у — уах = ав ут. 

Зд\№сь перемфнныя не отдфляются: способъ $ 298-го непримфнимъ. 

Вынося х за скобки, получимъ: 

ау — (*) 4% = ах У 1+ (;); 

Или: 

/ У 
|} т т = 4х = ау; 

а а 

полагая: 

(*) — 2, откуда Чу = 42 - 24, 

получимъ: ь ‚ 
[Ут - 2-4 42 = #92 -+ 24%, 

‘или: 

Ут-л 4 = #42. 

„Дфля на 2 УТ -+ 2 получимь: 

4х _ 42 
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Здфсь перемфнныя уже отдфлены. Получимъ: 

ее Де 

Вычисляя квадратуры (интегралы), и пользуясь формулою [1] параграфа 

2710-го, получимъ: 

(УЕ О... (554) 

Остается замфнить, обратно, = чрезъ =; посл этой замфны получимъ: 

и=9 (у О. 2 ой 
х Г #42 

Было бы удобнЪе, пользуясь совершенною произвольностью постояннаго С, 

дать ему въ (554) видъ 19. Тогда получили бы: 

= (2+ Ут 2) + с, 
или: 

18 = с. (# Ут а), 

или: 

=е(2 + Ут+м. 

Подставляя, вмфсто =, величину 5, получимъ: 

или: 
а = е(у-+ Из у) 

или: 
(7 — = +) 

или: 
ан су? — 2еа7у — сай -н ву? 

или: 
2 — деду = 

или наконецъ: 

и”. (556) 

Вю это рЬшеше. Дифференцируя, получим: 

2х = Эс ау 

откуда: 
1 ау _1 ы 
Е ее . (557) 

Дфля (556) на с?, получимъ 

22 
НО 
с с 

Делоне. Высшая матемадика и механика. п 
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^ откуда, пользуясь (557), получимъ: 

аа \ах х а 

отсюда: 

ау _у У Е 

или: 

2ау — удг = У -ну’ ах, 

то есть данное дифференщальное уравнене, 

Уравнеше 1 5 () #®.ЕР (}). 

$ 300. Такою же подстановкою (5) — 2 приводится къ квадратурь 
уравнене 

и = (1 )+г®. в (1 ') аз ОО 

ДЪйствительно, полагая 2 = ы ‚ откуда 4у = 2 42 - 24%, получим: 

242 - =4х = г4х + } (2). Е (2) ах 

или 
24 = 7 (2) Р (=) а 

или 
4/4 
т@ = 

откуда: 

о у и рр у Ро + г х . - (559) 

Уравнене вида. ; 

ву = у+в= 

$ 301. Довольно значительный классъ уравненй 1-го порядка заклю- 

ченъ зъ формулЪ: 

Уля. 9=® воть обе ФВ 

при всемь разнообразш функщИ { (2) и $ (2). Положимъ, для краткости: 
1@®) =ЕЁ; $(2) = ©, такь что уравнене (560) представится въ вид: 

ау 

ах 

Оно интегрируется подстановкою: 

о аз ь. © 

0... Вени. (561) 
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А именно: изъ (562) слфдуетъ: 

4= 4и _ _ ау 

"аз ат" — в 
вслфдетве чего (561) принимаетъ видъ: 

42 4и 
и ще+Рш=9 

или: 

4: 4% ин (+0 ии. (563) 

Избираемъ таше м и 2, чтобы аи + Ри 0. 

Для этого нужно, чтобы: 

м = — Ра 
и 

откуда: 

и =— Г Рас 

о АН: . . 664) 
Между тьмъ (563) при такихъ м и г обратится въ: 

4: 
ч:=9........ .. . (65) 

Подставляя въ (565) величину и изъ (564), получимъ: 

= 
или: 

г — ее 

Отсюда: 

г Ге" 42 С 

и всафдетве этого согласно (562) и (564): 

а. [Ге 42 = с] 2. 666) 

Примтуз. # Ну = 22. 

Здьсь Р= 1; © = 2°. Слфдовательно по (566): 

Е. [лем акне ге] 

у бен еде тив. 

. 11* 
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Услове интегрируемости полнаго дифференщала. 

$ 302. Мы видфли въ $ 152-мъ, что, если 

ву У), ен. а. (567) 
то величина 

4: 42 91 (2, у) д/ (2, у) ЕЕ 5 4: =. ау -. (568) 

называется полнымъ дифференщаломь функщи / (2, у). 

Дифференщаль функщи одного перемфннаго всегда иметь свой инте- 

гралъ, хотя бы его было трудно найти или даже мы не умфли бы его 

найти. Дифференщаль же многихъ перемфнныхь не всегда имфеть инте- 

гралъ. Можеть найтись такой дифференщалъ, для котораго не существуеть 
соотвфтствующаго интеграла. Мы сейчасъ это покажемъ, уяснивъ кая 
условя должны быть соблюдены ддя того, чтобы данный дифференщаль 

обладаль соотвфтетвующимь ему интеграломъ: для того чтобы данный 
дифференщаль быль яолнымь дифференщаломь н] оторой функщи. 

Посмотримъ, именно, какому условшо долженъ удовлетворять диффе- 

ренщалъ вида: 
Ма № ...... .... + (669) 

для того, чтобы обладать интеграломъ. Здфеь Ми М суть нфкоторыя 
функщи перемфнныхъ икса и игрека. 

Сравнивая (569) съ (568), видимъ, что: 

(<) 

СлЬдовательно: д 

=. са. ое 

Воть какому условно должны удовлетворять Ми №, для того, чтобы 
дифференщазть: 

М аз - Мау 

имфлъ бы интегралъ, то есть была бы такая / (х). которая, при диффе- 

ренцировани по 2, давала бы №М, при дифференцировани по у да- 
вала бы №. 

БТ: 
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Итакъ, могуть существовать таые дифференщалы: 

М 42 + Мау, 

для которыхъ не имфется функщи У (2, у), обладающей сказанными свой- 

ствами, то есть нфтъ интеграла. 

Уравнеше (571) называется услошемъ интегрируемости дифференщала, 

М ах - Мау. Для того, чтобы М 4х + Мау было полнымъ эиффте- 

щаломъ, необходимо соблюдеше условя (571). 

Существоваше дифференщаловъ, не имфющихъ интеграла, имфетъ чрез- 
зычайно важное значене въ физик, равно какъ и услоше интегрируемости. 

Интегрирующй множитель. 

$ 303. Покажемъ на дифференшальномъ уравнени 1-го порядка чрез- 
вычайно важное свойство дифференщальныхъ уравненй. 

Разсмотримъ уравнеше 

(а, у). ат, уау=о...... . (572) 
Пусть: 

уе. до (578) 

будеть его интеграль. Продифференцировавъ (573), получимъ: 

9Е ЭЕ (т, у) у) 9Р 
тг ах — “ду у. су (574) 

Это уравнеше (574) представляеть связь между 4х и 4у совершенно 
такую же, какъ уравнеше (572), а такъ какъ существоване интеграла 
(573) предполагаеть опредфленную связь между 42 и 4у, то слфдовательно 

(574) можеть отличаться отъ (572) только нфкоторымъ множителемъ, на 

который всегда можно помножить уравнеше, не измфняя его. Пусть М 

есть тоть множитель, на который надо помножить уравнене (572) для 

того, чтобы получить (574). Отъ такого умножешя на М уравнеше не 

измБнится, но ливая часть ею сдълается полнымь дифференигаломь, такъ, 

какъ лЬвая часть (574)-го имфеть видъ полнаго дифференщала @Ё (2, у). 

Итакъ, воть къ какому выводу мы пришли: для всяказо уравненя: 

1 (м, у).а--ф (2, у4у=0....... (575) 

существуеть такой множитель, помноженемь на который лтвая часть 

даннало уравненя (515) обращается въ полный дифференцаль аЕ (т, у); 

интеараль же ЕЁ (<, у) этою дифференциала, будучи приравнен» постоян- 
ному и представить собою интераль Е (=, у) = С данназо уравненя. 

Изъ сказаннаго соотношешя между уравнешями (572) и (574) сл- 
дуетъ, что: 

М.} (<. у = 552 (576) 

М. (а, у) = 



= 

Но: ОЗЕШУ  одЕ@, у 
м) ду о 

потому что обЪ эти величины равны: те. Сльдовательно: 

9(М./ (, у)) _ 9(М.3(+.5)) 
ду 05 ы 

в. = + = (578) 

Это уравнеше и служить для опредфлешя множителя 2, называемаго 
‘интерирующим» множитедемь. ы 

Еслибы это уравнеше (578) легче интегрировалось, чмъ данное урав- 
неше (572), то получился бы обийй способъ интегрированйя; но къ не- 

счастью въ большинствЪ случаевъ (578) труднфе интегрируется, ч®мъ 
(572). Хотя бываеть и обратно, какъ увидимъ ниже. Во всякомъ случа 
свойство интегрирующаго множителя имфеть капитальное значеше въ теор 
дифференщальныхь уравненй. 

Убфдимся на примфрь въ существовани интегрирующаго множителя. 

Примтр». Уравнене (2”-- у) 4х — х ду =0 мы не умфемъ интегри- 
роваль. Лфвая часть его не имфетъ интеграла, потому что: 

НУ. РЕ 
99 Уфе м. 

1 

величины 1 и — 1 не равны: услоше интегрируемости: 

9 ("у _ 9(—=) . 
а. не соблюдено. 

Но помножимъ данное уравнеше на (- 2). Получимь: 

6—9 о. ..... 010) 
г 

теперь сразу видно, что лЪвая часть этого уравнешя есть полный диф- 

ференщатъ: 

и = 
# т 

Интеграль этого дифференщала есть: 

и "—! 

х т—1 

Интеграль даннаго уравнешя, слдовательно, есть: 
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Теперь и услове интегрируемости: 

9 (= — 9 () 
ЕВА Ат Ез 

09 0% 

соблюдено, потому что: 

у ы — 9 (=- Е =) ат 

ду у 

1 

ы (1) и 
02 т 

Интегрирующихъ множителей даннаго уравненшя существуетъ безконечное 
иножество. 

$ 304. Итакъ, если имфемъ дифференщальное уравнене; 

1 (@, у). уху =о ..... 680) 

и М есть его интегрирующй множитель, а № (2, у) = 0, интеграл, то: 

М [1 (е, у). 42 --ф (2, у). у] =аЕ (а, у =0. 

Помножимъ это уравнене еще на какую бы то ни было функцию 

1 [Е (®, У). 
Получимъ: 

МИР (в, 9)] [Л (6, у) . 2-9 (@, у). = 1 | (&, У] АР (@, У) 

=а р. ТИ, УЛ ар (е, у). 
Послфднее равенство очевидно. Но послВдиее выражене есть полный 

дифференщаль отъ и 7 [Е (&, у)] Е (2, у). Слбдовательно, лЪвая часть 

уравнешя (580) обращается въ полный дифференщаль не только от 

умноженя на М, но и оть умножешя на 147 (Ё (2, у). Значить всякое 

дифференщальное уравнене 1-го порядка иметь безконечное множество 

интегрирующихь множителей, потому что существуеть безконечное мно- 

жество функщй 7 (Е (4, у). ВсЪ интегрирующе множители имбютъ видъ: 

МТ (Е (&, у) 

произведешя М на функцию отъ Ё (2, У). 

Примпрь: &4у — у 4х = 0. Здесь: 

1 (=, у) = коэффищенть при 45 = — у 

$ (2, у) = коэффищенть при 4у = 2. 
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Данное уравнеше легко преобразовать въ 

Чу _ 42 
==> 

х у 

и | 
у 2 

10у=19=2-9С 

откуда 

Ус > В 

Уравнене: д ду — у 4х — 0 легко проинтегрировалось, и его интеграль 
получается: 

а > . 

Слфдовалельно, то, что мы называли № (2, у), есть .. 

По этимъ выводамъ опредзлимъ интегрирующ множитель М. Именно: 

по (576): 
`` л__ 9% 9) 

М.Л (=, у) = т 

Въ настоящемъ случа это будетъ: 

и — М.у= ее 

Слфдовательно: 
1 =. 

По сказанному всякая величина №7 (Ё (2, у), которая въ наетоя- 

щемъ случаф равна М7 (#) ‚ будеть тоже интегрирующимъ множителемъ. 

Каждый изъ нихъ будеть обращать лфвую часть 

5 ау— уас 

даннаго уравнешя въ полный дифференщаль. Возьмемъ нЪсколько функ- 

щит (#). 
1) Положимтъ: 

У) у 
т (*) и 

Му и Множитель будетъ т Я 

Получимъ: 

у 2 4у — У? ах 1.9 5 бу — уд = — 44 а(1*). 
а 



т () о у =; 'Множитель — №2 РЕЯ 
= (*) у у 2у 

г. 

1 6. ау 42 и 
су. 29 у 4х) = [ = 99. 

3) Подожимъ: 

и | эй 3 1 
Т (#) " де" Множитель = ЕЯ 

1- |— 
Е 

2ау—у4@х 
ра у 42] ен = ау 

Какую бы функщю отъ (#) мы ни взяли, всегда, помноживъ лВвую 

часть 2 Чу — у 42 даннаго уравнешя на эту функшю и на 2, получи- 
ли бы полный дифференщаль, точно также какъ получили здфеь полные 

дифференщалы: 

1 *, (2 ); у \ а(1*); 49 =) а| а" 9 = 

Замфтимъ, что подъ Т (#) въ настоящем случа разумФются только. 

тавя функщи, которыя не содержатъ никакого другого перемннаго, кром® 

(#). Напримврь (+ = 3) уже не годится потому, что въ нее входить 

еще х. Такая же, напримфръ, функщя: 

Геометрическое значеше дифференц!альнаго уравненя и его интеграла. 

$ 305. Дифференщальное уравнене перваго порядка иметь видъ: 

1 @ 9.42, уау=о....... (581) 

Отсюда: у у 
Е (2, у) 8 — Фу’ ера (582) 

Такимъ образомъ дифференщальное уравнене представляеть собою нф- 

которое соотношеше между призводной р И перемфнными (2, у). Гео- 

метрически говоря, дифференщальное уравненше представляеть нЪкоторое 
теометрическое свойство касательной или находящихся въ связи съ ка- 
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<сательною лин. Интеграль же дифференщальнато уравнешя содрежить, 
въ себ произвольное постоянное интегращи С, и потому получается въ видф: 

РУО: Ее. 6:68) 

и представляеть собою цфлый рядъ кривыхъ: для каждаго значешя С по- 

лучается своя кривая. 
Съ геометрической точки зрфныт, интегрировать дифференщальное съ 

двумя перемфнными, значить найти кривыя, обладающия тльмь общимь, 

свойствомь, которое выражено этимь уравненемь. Свойства же эти отно- 

сятся, такъ или иначе, къ Е равной тангенсу угла наклонешя касательной. 

Ы 

р 

и 

® =: м 

й. р т 

Фиг. 220, Фиг. 221. 

Примтрь. Найти кривыя, нормаль которыхь имъла бы постоянную, 

для всъть точекь этихь кривых, величину а. 
Длина нормали ММ (фиг, 220) выражается формулою (308): 

/ Х. 
о ау _ му У 1+ (= 2 вую и 809) 

Слфдовательно, требуемое оть кривыхъ свойство выражается дифферен- 

щальнымь уравненемъ: 

Е (“= о: 
у Ана + 

Для интегрированя представимъ его въ видь: 

... (684) 

Этоть интеграль (584) даннаго уравнены (308) представаяеть собою, 
согласно $ 20-ому, окружности, ращусы которыхь равны а, центры же 
расположены по оси 2 (фиг. 221). Дфйствительно, нормали ихъ имвють 

постоянную величину во вефхъ ихъ точкахъ, потому что онф равны а. 
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‚ Особый интегралъ. 

$ 306. Однако съ перваго взгляда можеть показаться очень страннымъ, 
что дифференщальному уравнению (308) удовлетворяютьъ не только лини, 

выражаемыя интеграломъ (584) при различныхъ значешяхъ с, но и лин, 
выражаемая уравнешемъ 

И ,  ПааО 

которое не получается изъ (584) ни при какомъ значени с, и не выра- 

жаеть собою вовсе окружности. Между тВмъ, дЪйствительно, (585) удовле- 

творяегь (308)-ому, потому что изъ него слфдуеть: Е? — 0, и вая 

часть уравнешя (308) обращается въ а”, чему равна и правая часть. 

Сначала разъяснимъ это дЪло геометрически. Уравнеше (585) пред- 

ставляеть собою пару прямыхъ: у= а; у= — а (фиг. 221), нормали 

которыхъ равны а, какъ это требуется уравнешемъ (308). Значить (585) 

есть тоже интегралъ (308)-го, но какой-то особенный, не получаемый изъ 

интеграла (584) ни при какомъ значеши с. 
Разъяснимьъ дфло окончательно: геометрическими свойствами, требуе- 

мыми уравненемъ (308) обладаеть не только рядъ кривыхъ, выражаемыхъ 

интеграломъ (584), но и огибающая этихъ кривыхъ, которая имфеть 060- 

бую, не одинаковую съ этими кривыми, форму и особое уравнене; въ на- 

шемъь примрЪ эта огибающая есть пара прямыхъ. 
Интегралъ (585) называется особым» интеграломь. Итакъ, кромЪ обык- 

новеннаго интеграла 

Ему =0, 

дифференщальному уравненно 

Лу. + (уу =0 

удовлетворяеть еще особый интеграль, который не получается изъ обык- 

новеннаго ни при какомь значени с, но выражаеть собою огибающую 
хривыхъ, выраженныхъ обыкновеннымь интеграломъ, и потому (согласно 
$ 184) можеть быть найденъ исключенемъ с изъ уравненй 

2 (<, у, в) =0 

9Е (т, у, в) _ 
п = 

изъ коихъ первое есть обыкновенный интеграть даннаго уравнешя, а вто- 
рое получается приравнешемъ нулю производной лЬвой части обыкновен- 
наго интеграла по с. 

Такъ и въ нашемъ примЪрЪ, исключая с изъ уравненй 

0, 

(= — ву = Ко ВВ 

2 (#—6) =0, 
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получимъ: 
а о СИ (587) 

представляющее собою особый интегратъ. 
Въ подробныхъ курсахь можно найти болфе обстоятельное и болфе 

строгое изслфдоваше особыхъ интеграловъ. 
Во многихъ вопросахъ надо быть осмотрительнымь, чтобы не про- 

пустить рышен, доставляемаго особымъ интеграломъ. 

Линейное уравнене я-го порядка. 

$ 307. Перейдемъ теперь къ интегрировано линейнаю уравнешя. Ли- 
нейнымь уравнешемъ п-го порядка называется такое, въ которомъ заклю- 

чаются производныя различныхъ порядковъ до я-го включительно, при 

чемъ всЪ онф въ первой степени; кромВ того оно заключаеть въ себ® 

еще у въ первой степени и каыя бы то ни было функщи независимаго 
перемфннаго 2. Оно имфетъь видъ: 

4" 4у 
42” 4х 

гд: Р, Т... 0, У суть каыя бы то ни было функщи икса. 

Линейныя уравненя безъ 2-го члена. 

$ 308, Членъ У уравнешя (588) называется 2-мъ членомъ. Разсмот- 
римъ уравнене болфе простое, именно, не заключающее въ себЪ 2-го 
члена. Такое уравнеше будеть имфть видъ: 

4” "аа И. Е а Рае ... + Ти + =. . >.^.(689) 

1 

+ Ел + бу=Т, ... (588) 

Докажемъ его основное свойство, заключающееся въ томъ, что, если 
ему удовлетворяют» п функций: у,, у», У, ..- У.) то и сумма этить 
функций (у, + у, + у, +... + и,), и даже сумма произведенй этить 
Ффинкцй на какля-либо постоянныя (су, + си, + ... + 6.у,), должны 
ему удовлетворять. 

ДЬйствительно, положимъ: 

У — 1: + 6:9, + 6.9; +... + 6... .-.. (590) 

отсюда вычисляемъ: 

а а: ау» 
4% с, ао, п. г. 

а? а? а? а? 
=, а, а = -..+% а 

а" 4" а” а” 

С м 
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Вставивъ эти величины въ (589), получимъ: 

чит, +т® — 0] 

. : (691) 
о ВЕ + п] 

мА =0 

Но, по сдфланному предположеню, каждая изъ у, у, У, ... У» ВЪ 
отдфльности удовлетворяеть уравненшюо (589)-му. Всафдстве этого вели- 
чины, стояцуя въ скобкахъ лфвой части уравненя (591)-го, будуть равны 

нулю, а потому и уравнеше это удовлетворится. Слфдовательно, сумма 

су, + с.у, +... + съу, удовлетворяеть уравнению (591)-му, что и тре- 
бовалось доказать. 

Линейное уравнеше безъ 2-го члена и съ постоянными коэффищентами. 

$ 309. Въ настоящемъ руководствЪ мы разсмотримъ только такя ли- 
нейныя уравненя, въ которыхъь нфть 2-го члена У и коэффищенты 

Р, 0... Т, 0 суть величины постоянныя. Сдфлаемъ въ такомъ уравне- 
нш подстановку 

ЗамЪтимъ предварительно, что изъ (592) слфдуеть: по формулЪ (249): 

аа раке каь 

и потому: 

9 == я = в (“-.); 

@ а 4г 
де = ‚”“ (ны =)... 

Подставляя эти величины въ данное уравнеше: 

А 

РР +... „+ ли +бу=о, ... (693) 

сокращая на ты и сдблавъ приведеше, получимъ: 

С. РИ... Ти) =. .. (594) 

Если коэффищенты Р, ©... Т, 0, согласно сдфланному предположе- 

но, постоянны, то и коэффищенты Р,, ©,... Т,, 0,, а слфдовательно 
и корни уравненя: 

2 Р,* +...+ТЕ-+-0О=о0 (595) 
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постоянны. Положимъ, что эти корни суть: ,, и, ...7”». Тогда: 

8в=!/!, 

гдб и есть любой изъ такихъ корней, представляетъ собою интеграль урав- 
нешя (594)-го, потому что, вставляя въ него ” вмЪсто 2, обратимъ въ нуль 

величину, стоящую въ скобкахъ, такъ какъ х есть корень уравнений (595)-го; 

величина же РЕ ‚ будеть нулемъ, потому что х—постоянное, и уравне- 

ве (594) такимъ образомъ удовлетворится. Но если 2 = х есть корень 

уравнешя (594)-го, то, соглаено (592): 

= а се" 

будеть интеграломъ уравнешя (593)-го, Если же такъ, то, на основан 

теоремы предъидущаго параграфа, и 

У = се": -+ с,677 + сле" -.,.- се"... . (596) 

будетъ интеграломъ даннаго О тр (593)-го. 

Примпры: п ый — п? 

ДЪлаемъ Вы у= уе . Вычисляемъ: 

ау _ [1 
4—7 Я. о зоне ты о д» о НИЙ 

р дер ей “(“-.)- 

Внося эти величины въ данное уравнеше, получим: 

аз | @2 = 
./" [ 2 : поте = 0, 

или: 

4 2 = Зе + (#— я") =0. 

Корни уравнейя 
и 

суть 7, = + ®; ”, = — м. Слфдовательно, по (596): 

Я = 61 6* с... . (598) 

Заи фчангГе. 

$ 310. Интересующихся интегрировашемь линейныхъ уравненй съ пе- 
ремфнными коэффищентами и со 2-мъ членомъ У и уравнешями не ли- 

нейными высшихъ порядковъ отсылаемъ къ подробнымъ курсамъ и ме- 
муарамъ. 

Здфсь же мы ограничимся замфчаемъ, что степенью дифференщаль- 

наго уравнешя называется наибольшая степень, въ которой въ него вхо- 
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дитъ производная йе. или функшя у. Порядкомъ же его называется наи- 

больший порядокъ ‘входящих въ него производныхъ. 

Дифференщальныя уравнен!я съ частными 
производными. 

Образоване уравненй съ частными производными. 

$ 311. Существують ташя уравнешя, интегралы которыхъ содержать 
уже не произвольныя постоянныя, но произвольныя функши. 

Положимъ, напримЪръ, что имфемъ такое конечное (не дифференщаль- 

ное) уравнене 
а О С и (599) 

гдЪ / есть произвольная (не известно какая) функщя отъ (5— 92); 2 есть 

Функция двужь независимыхь перельнныхь & и 4. 

Продифференцировавъ уравнене (599) по 2, получимъ: 

9 
== ада (2 — @ё) 

=ле—=.(1—‹#).. сое ООО 

Продифференцируемь уравнен!е (599) по у. Получимъ: 

м “) = , 92. (601 
к Леа ( т = —/' (2 Ен (601) 

Исключимъ изъ уравнен!й (600) и (601) /' (#—а=). Получимь: изъ (600): 

изъ (601); 

а потому: 

‘или: . 



м1 Е АИ (602) 

Это уравнеше (602) произошло отъ дифференцировашя уравнешя (599) 
и потому (599) есть его интеграть. Это можно впрочемъ повфрить еще 
такъ: опредфлимъ 2 изъ (599); 

у __ /(#— 2) 

мы а 
2 = 

Вотавивъ эту величину въ (602), получимъ: 

2 =] 2 2е-=] 
| Ъ Г ь 

а.-— 9 + 9 ее 
у 

Произведя указанныя здфсь дифференцированя, получимъ: 

ый д. [2 9, ее чу+рге-му нь 
или: 

аа 0: а д _ 
ь о и _ 

или: 
5 у д= _ 

Вт ду — 

Но это уравнене послужило намъ при повфркЪ исходнымъ пунктомъ. 

Слфдовательно 2, опредфленное изъ (599) удовлетворяеть (602)-ому. 

Итакъ (599) есть интеграль дифференшальнаго уравнешя (602), и с0- 

держить въ себф произвольную функцию. Уравнеше (602) и представаяеть 

собой примфръ такого уравнешя, интеграль котораго содержить произ- 

вольную функцию. 

Дифференщальныя уравненя съ частными производными. 

$ 31Я. Этимъ свойствомъ обладають всЪ дифференщальныя уравнения, 
хоторыя содержать въ себф (какъ 602): нфеколько независимыхъ перемн- 

ныхъ, частныя производныя по нимъ оть нфкоторой ихъ функщи 2 и са- 
мую г. Дифференшальныя уравненя съ частными производными имфютъ, 

слфдовательно, видь: 

1 (° 9 их бу *^° 

Въ настоящемъ руководств мы разсмотримъ только дифференщальныя 
уравнешя 1-го порядка и первой степени (линейныя) съ частными произ- 

водными для двухъ независимыхъ перемфнныхъ 2, у и ихъ функщи г. 

| 
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Линейное дифференщальное уравнеше 1-го порядка съ частными 
производными. 

$ 313. Общй видъ такого уравнешя таковъ: 

ща И+фуд. Яна, ... 609 

тдь $, фи ф суть нЬкоторыя функщи. Для краткости введемь слёдующя 

обозначешя: 
9®уд=Р 

фу =0 

$Ф(=, у, 2) = В 

ме В: жа .. (605) 

г Е... Пе (606) 

Посафднее обозначеше частныхъ производныхь оть 2 чрезъь риа по- 

лучило всеобщее употреблеше. При этихъ сокращенныхь обозначешяхь 

уравнене (604) приметь видъ: 

Бр-н 98. а. . (:. : (607) 

Научимся интегрировать тая уравнешя. Мы уже видфли на примфр№ 
предъидущаго параграфа, что интеграль уравненя такого вида, какъ 

(607). можеть заключать произвольную функц и имфть видъ: 

функшя оть <, у, 2 = произвольной функши оть функщи 2, у, 2, 

‘подобно уравнению (599). Пусть а и В суть н®которыя функщи оть , у, 2; 

допустимъ, что интеграль уравнешя (607) будетъ: 

аа. ооо ВОВ 

тдь / есть звакъ произвольной функщи, и посмотримъ, какимь условямъ 

должны удовлетворять а и В, чтобы (608) было интеграломъ (607)-го. Про- 

дифференцируемъ (608) по 2 и потомъ, отдфльно, по у, помня, что ди В 

зависятъь отъ 2, содержа его во первыхъ явно и, во вторыхъ, содержа &, 

которое есть функщя икса, и что такая же двоякая зависимость сущест- 

вуеть для у. Дифференцируя (608) по 2, получимъ: 

42 ПО Зе ав 983 ы 
22 Ноя в © о - 

Дифференцируя (608) по у, получимъ: 

48 да 02 . 8 908 ») 
аи * 92 ду г®. (из 02 `ду)` 

Делоне.— Высшая математика и механика. 18 
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Вводя обозначешя (605) и (606), получимъ: 

ей =ло. (#+* ›) ....- 609) 

ИЕ. (1+9. ). к 40 

Помноживъ (609) на Р, (610) на © и сложивъ, получимъ: 

9. РО + (РР 
9 лор чо + +. 

Подставляя сюда, на основанйи (607), вмфсто Рр + Фа, равную величи- 

ну В, получимъ: 

Ро а ло [р +0 +в |. 

Это уравнеше обратится въ тожество при какомъ бы то ни было значе- 

ни 7’ (8) если: 
4 4а 4х р 48. к. в 
Ри О | 

аз аз ав _ фа знезы 

о в 

Эти же уравнешя (611) удоваетворятся, если за а и В примемъ тая 

функщи, которыя, будучи приравнены произвольным постояннымь сис’ 
были бы интегралами уравнений 

ае _ аи _ 4: аа пе ея . « (612 > =: - (612) 

Потому что, дЬйствительно, дифференцируя: 

и =с 

В = 

получимъ: 

ан О 
95 ду 9= 
вв 08 ван: ° (613) 

од ор Ее 

называя же общую величину отношенй (612) чрезъ И’, получимъ изъ (612) 

4х = РИ’; ау= 0%; а: = В" 
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и вставляя отсюда въ (613) величины 42, 4у, 42, получимъ: 

да да 

05 ОИ 0 
да 

РУ’ т От 

ты РУ + Е от- г ВИ =.0; 

Сокращая на ТУ, получимъ уравневя (611). 

Итакъ: ва РА .:. : (614) 

суть интегралы уравнен! (612). 
Сводя во едино все сказанное въ настоящемъ параграфЪ, видимъ, что 

интеграль уравнешя (607)-го есть: 

ау... ... (С 

гдь / есть произвольная функщя; % и В суть т функщи, которыя, бу- 
дучи приравнены произвольнымъ постояннымъ: си 6' представляють собою 

интегралы совмфстныхъ уравненй (612). 

Интегрироваше уравнения: Рр + 094 = 2. 

$ 314. Изъ сказаннаго въ предъидущемь параграфВ слфдуеть такое 
правило для интегрировашя уравненя: 

9: 9: 
в ЕЛЬ чу =® у, 2)... . (604) 

сокращенно обозначаемаго въ вид: 

РЕ Че сии. „а 
Составляемъ уравненя: 

Ч а _ 4 Н 
ЯРО Ани ве (612) 

Интегрируя ихъ получаемь интегралы: 

Интеграль (607)-го будет: 

В ры а а 08) 

тд / есть совершенно произвольная функшя. 

Прилтрь 1-ый. & у и = 0. Сокращенно представится въ видЪ: 

2р — 9 = 0. 
Составляемъ уравненя: 

18* 
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Интегрируя ихъ, имфемъ: 

9=—9% Е=6 
или: 

95 Шу = 1 (2) =; #=6 
или: 

я =с 

2у = с. 

Интеграль даннаго уравненя будетъ: 

2 =] (2). 

Повфрка: дифференцируемь уравнеше: 

в = / (*1), 
получим: ь 

ЕЛ и 

ВЕЛ. бу =). =, 

отсюда: 
9: 0 

95. 0 
ум @ 

С. (616) 

Убъждаемся, что дфИствительно дифференцироване уравнешя 

2 = (®у) 
и исключене произвольной функщи приводять къ данному уравненю 

рх — 4у = 0; что, слфдовательно, # = 7 (2у) есть интеграль уравнешя 
02 — 4у = 0. 

Примпуь 2-ой. а — *. Сокращенно пишемь: 

Р—9=0. 

Составляемъ уравнеше: 

ба ВЕ 
Я 

Интегрируя эти уравнешя, получаемь: 

#8 =с 

фу =е,. 

Интеграль даннаго уравнешя будеть: 

2=/(&+ У). 
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Примпрь 3-й. 2 =0 

Ру—4#=0 

41 _ _ 4 _ 4 

у х 0 

#=с 

2? + у = с; 

= (2? + у). 

Примпрь 4-ый. * — - = =. Сокращенно пишемтъ: 

Но 2+9=4. 

Составляемъ: 

Отсюда: 
1 —а192 =с 

у — а 02 = с, 

1 — а: =Х(у— а192). 

Образован1е поверхностей. 

Зам 5 чан! е. 

$ 315. Дифференщальныя уравнен!я обладають большою общностью: 
одно дифференщальное уравнеше охватываеть весьма много свойствъ 
весьма многихъ объектовъ. Впослфдетыи мы это увидимъ особенно ясно 

въ уравнешяхь механики. Теперь же покажемъ, какъ однимъ дифферен- 

щальнымь уравнешемъ охватывается цфлый классъ поверхностей. Туть же 
мы познакомимся съ наиболфе интересными классами поверхностей и 

способами ихъ образовашя. 

Образующёя и направляющий. 

$ 316. Если какая-нибудь кривая лия движется въ пространствЪ. 
то совокупность (или геометрическое мфсто) всфхъ ея положенй обра- 

зуеть поверхность. Въ этомъ смыслф говорять, что поверхность можеть 
быть образована движешемъ лини. 

Напримфръ, если полуокружность вращается около даметра (фиг. 222), 

то геометрическое мфсто всфхъ ея положен, занимаемыхъ ею послдо- 
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вательно въ пространств при такомъ вращенш, есть шаровая поверх- 

ность. Въ каждомъ своемъ отдфльномъ положен! движущаяся окружность 

представляеть мерищанъ шаровой поверхности, обра- 
зованной ея вращешемъ. 

Движущаяся линя называется при этомъ обра- 

зующею, Въ приведенномъ примфрф полуокружность 

есть образующая шаровой поверхности. Отдфльныя 
положешя образующей тоже называются образующими. 

Въ приведенномъ примЪрЪ мериданы суть образуюция. 
Движеше образующей опредфляется иногда тбмъ усло- 

Фиг. 299. мемъ, что она должна опираться на нфкоторыя лини, 

называемыя направляющими. 
Напримфръ, если прямолинейная образующая опирается на окружность 

и проходить постоянно чрезъ одну и ту же точку, находящуюся на пер- 
пендикуляр», возставленномъ изъ центра этой окружности къ ея плос- 

кости, то получается поверхность прямого круглаго конуса. Здфеь дви- 

жущаяся прямая есть образующая; окружность же— направляющая. 

Цилиндричесв!я поверхности. 

$ 317. Поверхности, прямолинейныя образующия которыхъ парал- 
лельны между собою называются иилиндрическими. Въ элементарной 

геометрии разсматривается только такая цилиндрическая поверхность, на- 
правляющая которой есть окружность. Но, какова бы ни была направ- 

ляющая, если поверхность образована движенщемъ прямолинейной обра- 

зующей, остающейся постоянно паралдельною одной и той же прямой, 

то такая поверхность называется цилиндрическою. 
Пусть уравненшя образующей’ прямой будуть: 

мнИЗы: И 

СЪ измёнешемь а и В измьняется положеше образующей; если бы мы 
стали измфнять также а или 0, то направлене образующей тоже изм\- 

нялось бы. Если же и и 6 остаются безъ измфненя, то всф образующия 

имБють одно направлене. 

Это явствуеть изъ слфдующаго: уравненше (617) можно представить 

въ видь: 
#—а _ ув _#—0 

ее Зи 

откуда видно (см. $ 98), что направлеше прямой (617) пзмфияется только 
съ измнешемь а и 6. Итакъ, оставляя ч и в въ (617) неизмфнными, 
будемъ мЬнять только а и В; получимъ множество параллельныхь между 
с0б0ю прямыхъ. 
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Подчинимь теперь эти прямыя еще тому условшю, чтобы онф опира- 
лись на направляющую: 

Е (худ =0 

Е, (2, у,  =0 
Если образующая (617) опирается на направляющую (618), то эти 

лини вотрфчаются одна съ другою: имфють обифя точки. СлЬдова- 

тельно существують таки 2, у, 2. которыя удовлетворяють 4-мъ урав- 
нешемъ (617) и (618). Но три величины 2. у, & могуть удовлетворять 

4-мъ уравнешямъ только въ томъ случа}, если, опредфливъ ихъ изъ трехъ 
такихь уравненй и вставивь полученныя величины въ четвертое, полу- 
чимъ вфрное равенство между коэффищентами. Другими словами: услов!е 
встрЬчи образующей (617) съ направляющею (618), получится, если мы 

исключимь изъ (617) и (618) перемфнныя 2, у, 2. Оно будеть имфть 

видъ уравнешя заключающаго только коэффищенты уравненй (617) и 

(618); среди этихъ коэффищентовъ мы должны, по усломямъ задачи, счи- 

тать перемфнными только а и В. Итакъ, услове встрЪчи образующей (617) 

съ направляющей (618) будетъ имфть видъ: 

АГ) 

9 рек инь 0) 

Но образующая внолнф опредфлена и занимаеть опредфленное поло- 
жене, покуда а иВ опредфлены. Если же мы исключимь аи В изъ урав- 
ненй (617) и (618), то получимъ уравнене вида: 

фу м =0,....,, . (620) 

которое выразить собою совокупность веъхъ образующихь параллельных, 
между собою и опирающихся на направляющую (618). Это и будетъ, сл 
довательно, уравнеше цилиндрической поверхности. Р\шая его относи- 
тельно (у — 62), получимъ: 

Уи аа ........ (621) 

Мы получили очень общее уравнеше, годное для всфхъ цилиндриче- 

скихъ поверхностей; но оно имфеть то неудобство, что’ содержитъ про- 
извольную функцию $. 

Дифференщальное уравнеше цилиндрическихъ поверхностей. 

$ 318. Избавиться оть произвольной функщи $ въ уравнеши (621) 
можно дифференцированемъ. Такое дифференцироваше и исключене 

функщи $ нами уже произведено въ $ 311, гдВ мы получили изъ уравне- 
ны (599), тожественнаго съ (621), уравнене: 

д= 92 
а. + бу 1 (622) 

Это и есть дифференщальное уравнеше съ частными производными 

всЪхь цилиндрическихь поверхностей. При такой общности оно уже не 
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содержитъ произвольной функщи. Принимая обычныя обозначешя: — 

ду = $ мы его представимь въ видЬ: 

Ире 0 ге. (623) 

Интегрируя его, вернемся къ (621). ДЪйствительно, поступая по пра- 

виламъ $ 314, получимъ: 
42 _ 49 _ 4 

а а 
откуда: 

х—а=с; у_м=с; ув =1(2—а2). 

Коничесвя поверхности. 

$ 319. Коническими называются тая поверхности, прямолинейныя 
образующя которыхъ, проходя чрезъ одну точку (вершину конуса), опи- 

раются на какую-либо направляющую: Ю 

Е (2, та АВИА . (624) 
Е, (ву, =0 

Пусть уравнешя образующей будуть: 

Координаты вершины назовемъ чрезъ: &, т, и. Образующая проходить 
чрезъ вершину. СлЬдовательно: 

ВО (626) 
т = +В 

Вычитая соотвфтственно уравнены (626) изъ (625), получимъ: 

ЕЕ С о ВА . 2.088 
у—т=Ь (2 —м) 

Исключая 2, у, 2 изъ (627) и (624), получимь (вакъ въ $ 317) усло- 

ве встрёчи образующей съ направляющею въ видЬ: 

$ (а, =0...... ан. (628) 

Исключая а и Ь изъ (628) и (627), получимъ (какъ въ $ 317) урав- 
нене поверхности въ видЬ: р 

приводимомь въ виду: 

Это и есть общее уравнеше коническихь поверхностей. 
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'Дифференщальное уравнеше коническихъ поверхностей, 

$ 320. Дифференцируя (629) по 2, получимъ, вводя обозначен ри @ 

для производныхь и 2 Г 

—@—э®р в [= #—п—@—Юр 
(г — п) #—п (в — п) 

(г—п) — (у—т)а р’ #|. (#—Юа|, 

(2 — п) #—пв (#— зп) 

„ [#—№ 
Исключая ф’ =, получим: 

(у—тр _*я—в(@&—Юр 
нм —(у—та — &—№Юа ’ 

или * 
а—п=(—Юр+у—та...... (630) 

Дифферепшальное уравнене всЪхъ коническихь поверхностей, ка- 
ковы бы ни были направляюния. 

Коноидальныя поверхности. 

$ 321. Поверхность, образованная прямыми параллельными данной 

плоскости, проходящими чрезъ данную прямую и опирающимися на дан- 
ную направляющую, называются коноидальными. 

Дифференшальное уравнене коноидовъ, образуюця которыхъ парал- 

лельны плоскости (2, у) и проходять чрезъ ось д таково: 

Пе Чу= 0. усе (684) 

Интеграль этого уравненя таковъ: 

:—/(. 
Изъ коноидальныхь поверхностей наиболфе замфчательны: 

1) Косая винтовая поверхность, описанная въ $ 246-мъ, и 

2) Коноидъ Плюккера или чилиндроидь. Направляющая этой поверх- 

ности представляеть собою эллицеъ, лежаний въ плоскости перпендик: 
лярной къ плоскости (2), но наклонной къ плоскости (2у) и проходящей 
чрезъ ось 2. 

Поверхности вращенй. 

$ 322. Поверхности, образованныя вращешемъ криволинейной или 

прямолинейной образующей около оси, находящейся съ нею въ одной 

плоскости, называются поверхностями вращеня. Мы ихъ уже неодно- 
кратно встрфчали. 
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Дифференщальное уравнеше такихъ поверхностей вращеня, ось ко- 
торыхъ проходить чрезъ начало координатъ, тавово: 

(в9— В) р-+ (аа — 2 4а=№—ау.’.... (632) 

'Интеграль его таковъ: 

ах -Н У -Н с =У (у +2)...... (633) 

Дифференщальное уравнеше тавихъ поверхностей вращеня, ось ко- 
торыхъ направлена по оси д есть частный случай уравнешя (632) и 

иметь видъ: 

Интегралъ его таковъ: ) 

эре са 

Развертывающуяся поверхности. 

$ 323. Представимъ себф такую поверхность, въ которой каждыя двЪ 

<осЪднйя образующя взаимно пересфкаются (фиг. 223). Туть могутъ быть 

слфдующие случаи: 

1) Весь образующя пересфкаются въ одной точкЪ; получается конус 

или плоскость. 
2) Каждая образующая пересфкаеть сосфднюю, но всё онЪ лежать 

въ одной плоскости; получается плоскость. 
3) Каждая образующая пересЪкается съ сосфднею, 

но 3-я образующая уже не лежить въ плоскости первыхъ 

двухъ, 4-я не лежить въ плоскости 2-Й и 3-Й и такъ 

дале. Этоть послфднй случай мы и разберемъ. 
Рядъ послфдовательныхь пересфченй образующихъ 

образуеть въ этомъ случаЪ кривую АМ (фиг. 223) и 

при томъ кривую двойной кривизны. Образующя же 

составляють нЪкоторую поверхность. ЗамЪчательное свой- 

ство этой поверхности будеть состоять въ томьъ, что ее 
можно, безь складокъ и разрывовъ, развернуть на пло- 
скость. ДЪйствительно, представимъ себф плоскость а, 

составленную образующими АВ и ВС, неподвижною и 
будемь вращать около ВС плоскость #, составленную 

Фиг. 233. образующими ВС и СО, до тЬхь поръ, пока она не 
составить продолжешя плоскости @; затьмъ вращаемь 

около СД плоскость е, покуда она тоже не совмфстится съ плоскостью а. | 
Поступая далфе такимъ образомъ, мы и развернемь всю поверхность на 
плоскость а. ‘ 

Итакъ: поверхности, представляюция собою геометрическое мфсто ка- 
салельныхъ къ кривой двоякой кривизны, можно развернуть на плоскость. 

Тавя поверхности называются развертывающимися. Кривая АМ. къ ко- 
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торой касательны образуюцщия развертывающейся поверхности, называется 
ребром» возврата. 

Въ $ 245 мы уже видфли такую поверхность винтовую разверты- 

вающуюся, представляющую собою геометрическое м%сто касательныхъ къ 
винтовой лини. Для нея эта винтовая лия и служить ребромъ возврата. 

На (фиг. 225) изображена только одна полость описываемая однимъ кон- 
‹цомъ касательной. На (фиг. 224) мы изобразили и другую полость обра- 

зованную другимь концомъ каса- 
тельной. Изъ одной полости въ 

другую касательная переходить, не 
изгибаясь, но тьмъ не менфе вин- 

товая лин представляется рёзко $ 
очерченною на поверхности; и въ 
сЪчени, если оно не находится въ 
плоскости образующей, получается 
вривая съ угловою точкою. Воть 
причнна названия «ребро возврата»: 
оно представляеть собою иЪфчто е 
вродь лезыя. Но каждая обра- 

зующая переходить чрезь ребро 
возврата изъ одной подлости въ о 
другую не переламываясь. Съ Фиг, 294, Фиг. 295. 
перваго раза, не видавъ. хорошо 
исполненныхь нитяныхь моделей, это трудно себЪ представить. 

Самыя простыя развертываюнцяся поверхности это коничесмя и ци- 
линдричесмя, но къ несчастью ребро возврата въ коническихь поверх- 
ностяхъ сливается въ одну точку— вершину; въ цилиндрическихь же оно 
представляеть собою безконечно удаленную точку. 

Линейчатыя поверхности. 

$ 324. Поверхности, образованныя движенемъ прямолинейной обра- 

зующей называются линейчатыми. 
Линейчатыя поверхности раздфляются на два большихъ отдфла: 1) ио- 

верхности развертываюцияся, какъ винтовая развертывающаяся и 2) по- 
верхности жосыя, которыя, какъ однополый гиперболоидъ, будучи линей- 

чатыми, не могуть быть развернуты на’ плоскость. 

Дифференщальное уравнеше развертывающейся поверхности. 

$ 325. Въ подробныхъ курсахъ доказывается, что дифференщальное 
‘уравнеше развертывающихся поверхностей таково: 

И МАНЫ] 

тдЬ / есть произвольная функщя, имбющая различный видъ для раз- 
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личныхь развертывающихся поверхностей. НапримВръ для цилиндриче- 

скихъ поверхностей изъ (623) получимъ: 

в 

УЖ 

Если захотимъ избавиться оть этой произвольной функщи / диффе- 
ренцировашемъ, то получимь уравнеше 2-го порядка. Именно: диффе- 
ренцируя (636) сначала по 2, потомъ по у, получимъ: 

92 м 94 
ев 9.5. 9% 

% (4). 9. и =7 @- у 

Исключая отсюда /’ (4), получимъ: 

др 04 _ др. 94 и (637) 

д д 
Припоминая, что р = 28; Ч = ду» Получимь: 

9:2 „да _ (“> ) о ОЙ (638) 
9272 ° ду? ^ \02 . ду : 

Обыкновенно принимають слёдующя сокращеня для обозначеня вто- 

рыхъ производныхь оть 2: 

ба 
дя ==" 

Е О Е. 639 Е. (639) 

92 _ др _ 04 
92.0 ду 

При такихъ сокращешяхь уравнене (638) приметь видъ: 

0. л. ао (640) 

Воть это и есть чрезвычайно важное уравнеше 2-го порядка съ част- 
ными производными развертывающихся поверхностей. 

Огибающия поверхности. 

$ 326. Поверхность 3, касательная кь различнымь положенямь дви- 
кущейся и измпняющейся поверхности 3', называется отибающею, вели 

движене и измюнене поверхности 5' происходит» от» измпнешя только 
одною ея параметра. 
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Разсужденями, подобными тёмъ, которыя приведены были въ $ 184-мъ, 

доказывается, что, при измфнеши параметра & въ уравнени 

ПЕ: см (641) 

измЬняющейся поверхности, уравнеше огибающей поверхности получится 

по исключеши параметра х изъ уравнешя 

ЧЕ (2, 4,2, 8) _ 
а в 

и уравнены (641). 

Примтрь. Сфера (2 — а) + (у— 6) -+ 2 = движется такъ, что 

ея центръ с описываетъ въ плоскости (2, у) окружность: 

жене аи... ое ев 

Найти огибающую всфхъ положен! движущейся сферы. 

Опредфляя изъ (643): $ = У? — а и вставляя въ уравнене дви- 

жущейся сферы, получимъ: 

(2 — а) + у—Уе—а-+л=н...., (644) 

Здвеь остался одинъ только параметрь а. Дифференцируя (644) по а, 

получимъ: ь 
2 И —@а 

2(#—@а- Ут 0, 

или: 
о оО, 

или: 
ву == У —@; 

откуда: 

или: 

Е ие 

Исключая % изъ (644) и (645), получимъ: 

2 з 

( еаяв ие и =”, Е Уи 

или: 

(2 Ум-ну — В) + УИ — Ву (пу) =); 

или: 

2? (г-ну) — 2 уу - Ва у? (а -ну) — ВРУ 

= Прив е-+чр=о 
ИЛИ: 

ани звучну ни) вау) пячр о 
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(нуна =Звуйчу 

или: 

[2 -ну-а + В — пр = 48 (у). 

Воть каково уравнене огибающей поверхности. Она имфетъ видъ кольца 
и называется тор» (фиг. 226). 

Трубчатыя поверхности. 

$ 327. Поверхности, образованныя движешемь шара, называются 
трубчатыми. Не надо смфшивать трубчатыхъ поверхностей съ цилиндри- 

ческими: у цилиндрическихъ поверхностей обра- 
зующя прямолинейны и параллельны между со- 
бою; трубчатыя поверхности, вообще говоря, не 

имВють прямолинейныхь образующихь. Только 

прямой круглый цилиндръ есть въ одно и то же 
время и цилиндрическая и трубчатая поверх- 
ность. Моделью трубчатой поверхности можеть 
служить всякая форма принимаемая при раз- 

У личныхь изгибашяхь, безъ складок, гуттапер- 
Фиг. 226, чевой трубки, изъ которой можно согнуть и 

модель юра. 
Примфромъ трубчатой поверхности можеть еще служить идрубчатая 

винтовая поверхность, представляющая собою огибающую разаичныхь по- 
ложенй шара, центръ котораго движется по винтовой лини. 

Трубчатыя поверхности не линейчатыя и потому не развертывающияся, 
Кром прямого круглаго цилиндра. 

Второй способъ образованя развертывающихся поверхностей. 

$ 328. Представимъ себф плоскость: 

2 =а/ (а) + уф (>) + Е(а),....... (646) 

движущуюся при измфнени параметра а. Посмотримъ, какова будетъ оги- 
бающая различныхь положен! такой плоскости. 

Чтобы найти огибающую, нужно, согласно $ 326, исключить а изъ (646) 
и его произведей по а: 

0= 3 (2) + 7@-+ЕР(@а....... (67) 

Чтобы исключить и произвольныя функши /, $, Р, дифференцируемь 
(646) по 2 и потомъ по у; получимь: 

9г дг 
9Е=/@ =. ...... 648) 
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Исключая изъ уравнен!й а, получимъ уравнене вида: 

ИААЫ =); 

и (#); 
О... 0 

или: 

По (636) это— дифференщальное уравнене развертывающихся поверх- 
ностей. 

Итакъ: развертывающаяся поверхность есть огибающая плоскости. 
движеше которой происходить оть измфнешя одною параметра. 

Кривизна поверхностей и линйй, лежащихъ 
на поверхности. 

Замфчанте, 

$ 329. Изь веъхъ геометрическихь истинъ едва ли можно встрфтить, 
болфе красивыя и имфюцИя столь оби характеръ какъ т, которыя отно- 

сятея къ теор вривизны поверхностей и дин, проведенныхъ на поверх- 

ностяхъ. Приступая къ изучению главнЪ ших положен этой теори, мы 

начнемь съ разомотрЪия кривизны, которую имфютъ въ данной точк\ 

какой-либо поверхности лини, проведенныя на этой поверхности чрезъ 

данную точку. 

Индикатриса. 

$ 330. Возьмемтъ начало координать (фиг, 297) въ данной точк№ по- 

верхности и примемъ за плоскость (х, у) касательную плоскость, такъ 
что ось 2 пойдеть по нормали, проведенной 

къ поверхности чрезъ данную точку 0. | 
Разсмотримъ точки безконечно близья къ 0. 

Разложимь # по формул (296): 

= (№) 2+ (%) у+ 
р 92 о у /5 ы 

1 (*) (*) | 
-н — | 2+] и -... 

1.2 [195 ду * у 
ь р Фиг, 297, 

Пользуясь сокращенными обозначешями: 

9: 9= 08 . 9 . 9 в 
05 ду 9 9209 $ дя о 0? а 

получимъ: 
1 . 

ААУ уд? + злу 5 ШР- ... . (650) 



— 288 — 3 

Но при 2 = 0; у= 0 величина 2 =0; р, = 0; 9, = 0, такъ какъ 

послфдыя двф суть тангенсы наклонешя касательныхь параллельныхь = 
осямъ хи у къ этимъ осямъ; но при 2=0; у=0, то есть въ точк® О, 
эти касательныя сливаются съ осями д и у. Поэтому: 

+ аку ОИ . (651) 

Полагая въ этомъ уравнени 2 =, тдЪ й весьма мало, получимь 

уравнеше сфчешя тВ данной поверхности плоскостью параллельною 

плоскости (2, у) и отстоящею оть (2, У) на весьма малое разстояше 

1 = С (фиг. 227). Величинами высшихъ порядковъ малости можемъ 

пренебречь и получимъ уравнене сфчешя мВ въ вид: 

1 1, Е 
= ма у + О 

Это уравнеше 2-го порядка, и потому представляеть собою эллипс 

или гиперболу, 

Кривая (652) называется индикатрисою. Само по себф чрезвычайно 

интересно, что пересфкая какую бы то ни было непрерывную и допускаю- 
щую разложене (650) поверхность плоскостью весьма близкою къ каса- 

тельной плоскости и параллельною ей, получаемъ либо эллипсъ, либо ги- 
перболу. Сейчасъ увидимъ, какое важное значене имфеть индикатриса и 

почему ей дано такое назваше (индикатриса = указательница), 

Кривизна нормальныхъ сфченй. 

$ 381. Разсмотримь кривыя, происходяцёя оть пересфчешя данной 
поверхности плоскостями, проходящими чрезъ нормаль 0. Эти кривыя 

й называются нормальными спчетями поверх- 

к ности въ точкф О. Пусть ОММ будеть одна 

изъ такихъ кривыхъ (фиг. 228). 

Радусь кривизны кривой ОММ въ точь 
О будеть ращусомъ круга, представаяющаго 

собою предфль круга проведеннаго чрезъ () 

Г А и М. Пусть Г, есть центръ окружности прове- 

денной чрезъ О и М; пусть МС есть перпенди- 
куляръ, опущенный изъ № на маметрь ОК. 

= ИзЪ геометри извфстно, что: 

ь ок _ ом, 
Фиг. 228. ом 0С 

Въ предфаЪ, при приближени № къ 0, получимь ОТ, = р = рамусу 

кривизны. Слфдовательно: 
2 ом. 



ом? _ т ом 
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Но = лек что ит ии = 1. Слфдовательно и предфль отноше- 

шя т Г . хорда къ СМ, лень 1. Поэтому. въ предфлЪ, можно ОМ 

замбнить чрезь СМ. Получимъ: 
СМ? 

Ра осы ола 

Обозначимь уголь АСМ, составляемый прямою СМ съ плоскостью 
(п; = езъ $. Тогда: 
рее & = СМ. 89 

у = СМ 5т9. 

Вставивъ эти величины въ уравнене (652) индикатрисы, получимъ: 

СМ? (т 608? ф - 28. 5$. с08ф -Н Ё т? 9) = 21. 

Опредфляя отсюда СМ и вставивъ въ (653), подучимъ: 

"7 2% 
т с03*ф -- 285.зт$. с08ф -Ё. т? $ 

Эта замфчательная формула даеть ражусы кривизны для вефхт, нор- 

мальныхь сЪченй, проходящихь чрезъ точку 0, какъ функцию угла $ 

<оставляемаго плоскостью такого сфчешя съ плоскостью (2, 2). Кривизна 

в ... (654) 

1 —_ #60? ры 

Но и самое уравнеше (653) даеть уже многое для соображешя о кри- 

визнЪ нормальныхъ сфченй. Именно оказывается, что р пропорщюнальны 

радусамъ-векторамь индикатрисы проведеннымь изъ ея центра. Воть 
почему она и названа индикатрисой (указательницей); потому что ея ра- 
дмусы-векторы, проведенные изъ центра, пропорщональны радусамъ кри- 

визны нормальныхь сфченй, плоскости которыхъ проходять чрезъ этоть 
радусъ-векторъ ОМ. 

+ 28 ЩЕ. . . (655) 

Закономфрность распредфленя кривизны нормальныхъ сфченй. 

$ 338. Но мы знаемъ, что какъ въ эллиись, такъ и въ гиперболф. 
центральные радусы-векторы имфють макси- 
мальную и минимальную величину по ослуъ 
и что оси ихъ периендикулярны. Теоря инди- 
катрисы показываетъ, слфдовательно, что всегда 
существують два взаимно терпендикулярныхь 
нормальныль спченя: одно с» наибольшей, а 

Оруюе съ наименьшей кривизной. Эти сфче- = 

я 406 и с0д (фиг. 229) называются 2лав- ЗЕ: 

ными; ихъ радусы кривизны мы будемъ обозначать чрезь Ви ЕВ. 

Делоне. Высшая математика и механика. 9 



Аааа фен: 

Опредфленше положеня главныхъ сЪчен!й. 

$ 333. Найдемъ теперь тБ углы фиф +5, которые составляють 

съ плоскостью (2, =) тлавныя нормальныя сфчешя. Такъ какъ эти сЪче- 

я соотвфтствуютъ наибольшему и наименьшему значению р, то, для на- 
хожденя опредфаяющихь ихъ угловъ ©, нужно (см. $ 170) приравнять. 

нулю производную отъ знаменателя выражешя (654). Получимь: 

& [и 09? р - 28. эт $ . в08ф #5? $] ЕКО =. 0, 

или: 

— 2 609 эф -Н 28, 605 ф — 25. 17 ф-н 2651$ ‚ в08ф = 

или: 
(} — и) зе ф . с08ф -+ 3 (608°ф — зйй? $) = 0; 

или: 
8. Мф (г-—-1.97—:3=0...... (656) 

Это уравнеше дасть два дфйствительныхь корня для 9$, которыхъ 

произведеше = коэффищенту при постолнномъ чденф этого квадратнаго 

уравненя 1. Слфдовательно углы будутъ отличаться одинъ оть дру- 

того на “, такъ какъ #9 @ = 3) = | И: 

Опредфлене Пи К'. 

$ 334, Опредфлимъ теперь ращусы кривизны В и И" главныхь сфче- 

и. Для этого примемъ плоскости главныхъ сфченй за плоскости (2, 2) 
и (у. 2), такъ что уголь 9, опредфаяемый изъ (656), будеть теперь пред- 
ставлять уголь между плоскостью (2, 2) одного изъ главныхъ сЪчешй и 

плоскостью какого-нибудь промежуточнаго сфчены, при чемъ величины ф 

соотв иствующя наибольшему и наименьшему р будуть теперь О и =. 

Но уравнене (656) только въ томъ случаф можеть дать значешя О и со 

дая 9, соотвйиствуюнщця значешямь ф = 0; $ = 5 ‚ когда $ = 0. По- 

этому при такой систем координать $ = 0, и формула (654) обращается въ: 

2% 
ое +в и. = 

При $ =0и приз =$ получимьъ изъ этой формулы радусы кри- 

визны Й и Ё' главныхъ очен: 

О 
х 

в = аа . ИОН 



Откуда 

г 2%. Й 21. 
> В 

Но вВдь: 
02. 0. 

7 дя 9 

Теперь мы видимъ, наконец, геометрическое значеше частныхъ произнод- 
ныхъ 2-го порядка: онф суть величины, пропорщюнальныя кривизнф глав- 
ныхъ сфченй, если за плоскость (=, у) принята касательная плоскость, 
и нормаль— за ось 2, 

Изь (657) имфемъ: > = 605 ф --  зййф. Опредфляя изъ (658) 

и (659) гии вотавляяя въ это выражеше 2. получимъ: 

И, 1 т в ИН РЕ 9 {{:]. > 

По этой формул опредфляется кривизна ъ промежуточнаго нормаль- 

наго сфчешя по радусамъ кривизны № и А’ главныхъ сфченй. Для кри- 

вианы -. сфчешя пернендикулярнаго тому, кривизна котораго равна ея 

получимь выражеше, замфнивъь въ (660) ф чрезь (2+5). Получимъ: 

1 1 ; 
а й = р ду 9 кт во лек: ЗЕЕ) 

а Л... дор 062) 

: Сумма кривизнь двухь нормальныхь спченйй, плоскости которы» взаимно 

перпендикулярны, есть величина для данной точки поверхности постоян- 
ная, равная суммъ кривизнь злавныть спченйй. 

Вставляя въ (660), вмфсто $, его величину изъ равенствъ: 

2 = СМ с08$; у= СМ зту, 

получим: 

Е ое ВАВТ 
р ОМ: + ОШ 

Лини кривизны. 

$ 335. Линмею кривизны на поверхности называется лишя касатель- 
ная во всъхь своижь точкать къ злавнымь съченбямь поверхности въ этить 
зпочкажь. Въ каждой точкф поверхности имфются два взаимно перпенди- 

кулярныя главныя сЪченя; слЬдовательно чрезь каждую точку поверх-, 
ности проходять дв взаимно-перпендикулярныя лини кривизны. Вся по- 
верхность, поэтому, покрыта сплошь двумя семействами лин кривизны, 

19* 
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при чемь лини одного семейства пересфкають подъ прямыми углами 
лини другого семейства: это значить, что элементы ихъ въ точкахъ пе- 
ресфчешя взаимно-перпендикулярны, слфдовательно и касательныя, про- 

зеденныя въ точкЪ пересфчешя взаимно-периендикулярны. Тая лини 

называются взанмно-ортолональными. Итакъ, ‘два семейства лин кри- 

визны взаимно-ортогональны. 
На поверхностяхь вращешя, напримфръ, одно изъ семействъ лин 

кривизны состоитъ изъ меридановъ (образуемыхъ пересфчешемъ поверхно- 
сти плоскостями, проходящими чрезь, 
ось вращешя), а другое семейство 

лин кривизны состоить изъ парал- 

делей (образуемыхъ пересфчешемь 
поверхности плоскостями, {периенди- 
кулярными къ оси вращения). 

На (фиг. 230) изображены лини 

кривизны трехоснаго элдиисоида: онЪ 
представляются на плоскомъ чертеж 

въ видЪ софокусныхь оэллиисовъ и 
гиперболъ. Въ подробныхь курсахъ 

доказывается, что данное выше опре- 
дЬлеше лин кривизны равносильно такому опредфлению: линёи кривизны 

суть тая лини на данной поверхности, нормали которыхъ, проведенныя 
чрезъ двЪ сосфднйя точки, взаимно пересекаются. 

Кривизна поверхности. 

$ 336. Математики видфли, что поняте о кривизнЪ лин весьма пло- 

дотворно, и потому хотфли съ такою же точностью опредфлить поняе о 

кривизнЪ поверхности. Но долго не могли этого сдфлать. Наконець Гауссъ 

опредфлилъ точно, что именно надо разумфть подъ кривизною поверхности 
въ данной ея точкф. Какъ увидимъ, 
Тауссово опредфлеше кривизны по- 

верхности, съ перваго взгляда не 
имфющее ничего похожаго на опре- 

дЪлене кривизны лини, оказывается 

вполнф съ нимъ сходнымъ. 
Гауссъ *) сравниваеть лиш и, на- 

черченныя на какой-либо поверхности 

съ лишями, проведенными на шар», радусъ котораго равенъ единиц 

(фиг. 281). Онъ называеть соотатиственными такую точку на поверх- 

*) Гауссь (бапзв, 1777 г. —1855 г.) профессоръ въ Геттингень—одинъ изъ 
зеличайшихь геометровь настоящаго столфт!я; его называли рипсерв та фе- 
та еоги —глава математиковъ. 
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ности и такую точку на сферЪ, нормали которыхъ взаимно параллельны. 
Каждой точкЪ поверхности соотвфтствуеть въ этомъ смысль своя точка 
на шарф; слфдовательно и каждой лини, проведенной на поверхности, 

соотвфтствуеть своя лия на шарф. Проведемъ на поверхности замкну- 

тый контуръ 5; ему будетъ соотвфтствовать замкнутый контуръ (фиг. 231) 
5’ на шарЪ. Шолною кривизною части, ограниченной контуромъ 5, Гауссъ 

называеть площадь 5" соотвфтственнаго контура на шар. 

Среднею кривизною части 5 называется отношене я полной кри- 

визны къ площади контура 5, взятаго на поверхности. 

Кривизною поверхности въ данной ея точкЪ Гаусс, назвалъ среднюю 

кривизну безконечно малаго элемента, поверхности, окружающаго данную 

точку. 
Укажемь сходство Гауссова опредфлешя съ опредфлешемъ кривизны 

лин. 

Полная кривизна души — углу, 

- составляемому касательными, про- 
ведеными въ ея концахъ = углу 
составляемому нормалями прове- 
денными въ концахъ дуги = дуг 
круга (радуса = 1), заключенной 

между радусами параллельными 

нормалямъ, проведеннымь въ кон- 
цахъ дуги кривой. 

Средняя кривизна дузи — отно- 

щен“ — отношению упомянутой 

дуги окружности къ дуг кривой. 

Кривизною кривой въ данной 
ея точкЪ называется средняя кри- 

визна элемента кривой. 

Полная кривизна части по- 

верхности, ограниченной конту- 
ромъ 5 = равна площади соотвт- 

ственнаго контура на шарЪ, заклю- 

ченнаго между нормалями парал- 
лельными нормалямъ, проведен- 
нымъ въ точкахъ контура & по- 

верхности, 

Средняя кривизна части п0- 

верхности, ограниченной контуромъ 
й 

8; = м = отношению площади упо- 

мянутаго контура на шар\ къ пло- 

щади контура на поверхности. 

Кривизною поверхности въ дан- 
ной точкЪ называется средняя кри- 
визна ея элемента. 

Величина кривизны поверхности. 

8 337. Оказывается, что величина Гауссовской кривизны превосходно 
опредфляется знакомыми намъ изъ $5 332, 334 радусами Ви В кри- 
визны главныхъ сфченй. А именно: 

Разсмотримъ на данной поверхности весьма малый прямоугольникъ 

АВСГ (фиг. 232, а), ограниченный линями кривизны АВ и СГ одного 

семейства и лишями кривизны ВС и ША другого семейства. Нормали 
сосфднихь точекъ каждой лини кривизны взаимно пересфкаются. Прове- 

демь ихъ на чертежь (фиг. 232, а). Назовемь чрезъ 4а и 4В стороны 
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прямоугольника АВС. На (фиг. 232, 6) изображено соотвфтственное 
построеше на Гауссовскомь шарф радуса равнаго единиц®. На шар 

нормали суть его ращусы и потому всф онф сходятся въ центрь шара. 

Линш кривизны, а потому и стороны 
, р прямоугольника А'В'С'ТУ, суть дуги 

г большихъ круговъ. ИзвЪстно, что для 
окружности: дуга = произведено ра- 
уса на уголь: 

$ = $. 

Слфдовательно 

а г 
о 

Фиг. 232 а. Фиг. 232 6. Поэтому, и по установленному со- 
отвфтствйю, центральные углы, опи- 

раюццеся на стороны прямоугольника А’В’С’О’. лежащаго на шарЪ, 

равны и: т тд А, и В, суть радусы кривизны лин! кривизны, огра- 

ничивающихъ прямоугольникь АВСЛ на поверхности; они равны сл\- 
довательно радусамъ кривизны главныхъ нормальныхъ сЪченй поверх- 
ности въ той ея точкЪ, около которой взять эдементь АВСГ. Площадь 

А'В’'С'Т' равна слЪдовательно ы . Е. ч 
„№ 

"Во — 98-8 А'В'С'Т' = Е.В, 

Отношене этой площади къ площади 4 @8 прямоугольника АВОЛ и 
есть, по Гауссову опредфленйю, кривизна поверхности. Слфдовательно: 

А’В’СТ (=). 
= 4з 3 = . О кривизна поверхности —= 

АВСЬ 
Итакъ, 

1 
кривизна поверхности = а = =вЕ еее . . (663) 

Кривизна поверзмости в» данной ея точкъ = произведеню кривизнь 

злавныхь спченй, проведенныхь в» этой точкь. 

Раздфлене точекъ поверхности на 4 вида. 

$ 338. Замфтимъ, что радусы кривизны кривыхъ, обращенныхь вы- 
пуклостями въ разныя стороны, противуположны, потому что центры кри- 
визны, по самому опредленю, всегда находятся съ вогнутой стороны 

кривой. 

Кривизна поверхности ЕЕ положительна въ томъ случа, если В 

и В,, ‘или оба положительны или оба отрицательны. Въ этомъ случаф, 
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‹слфдовательно, главныя нормальныя сЪчешя обращены вотнутостями въ 

одну сторону (фиг. 233), а потому и промежуточныя нормальныя сфченя 

‘обрашены вогнутостями въ одну сторону. Слфдовательно: въ случа 040- 
жительной Гауссовой кривизны, часть поверхности, прилегающая къ 
точкВ т, вся находится по одну сторону плоскости ММ. Точки т, въ 

которыхъ Гауссова кривизна вв. "оложительна, называются синкласти- 
. 

ческими или точками положительной кривизны: мы бы предложили ихъ 

‘называть буюрчатыми. 

Кривизна поверхности к, можеть быть только тогда отрицатель- 

ною, если В положительно, а В, отрицательно или, наобороть, Ё отри- 

цательно, А’ положительно, однимъ словомъ когда В и В имфють про- 
тивуположные знаки. Въ этомъ случа главныя нормальныя сфчешя АВ у 

> 

м В 

Фиг. 233. Фиг. 234. Фиг, 235. 

и СР обращены вогнутостями въ разныя стороны (фиг. 234); поверх- 
ность около такой точки сЪдлообразна и распространяется по 00% сто- 

роны касательной плоскости ММ. Точки т, въ которыхъ Гауссова кри- 

визна отрицательна, называются антикластическими или точками отри- 
цательной кривизны. Мы бы предложили называть ихъ съдловинными. 

Если одна изъ величинъ, В или А", равна безконечности, то Гауссова 

кривизна, Ев = 0. Въ этомъ случаф нормальное сЪчеше, радусъ кри- 

визны котораго = со, есть прямая (фиг. 235}. Точки т, въ которыхъ 

Тауссова кривизна — 0, называются уючками нулевой кривизны. 
Наконець могуть быть тавя особыя точки поверхности, въ которыхь 

производныя р, 4, и, & з претерифвають перерывъ или имфють неопре- 
дЬленное значене. Въ такихъ точкахь имфется или острое ребро, или 

рЬзкая складка или остИе (вершина конуса) и къ нимъ обыкновенная 
теор!я кривизны поверхностей неприложима. Это особыя точки. 

Одна и та же поверхность можеть имЪть и точки положительной и 

точки отрицательной кривизны. НапримЪръ поверхность (фиг. 236), обра- 

зованная вращешемь синусоиды, имфеть въ пояфф АВОЛ только точки 
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отрицательной кривизны (сфдловинныя), тогда какъ въ пояс ЕРАР 

только точки положительной кривизны (бугорчатыя). 

Но бывають также поверхности, обладаюця точками только одного 

вида. Напримфрь эллиисоидъ— есть поверхность положительной кривизны; 
типерболоидь объ одной полости отрицательной кривизны. 

Могуть быть даже ташя поверхности, на которыхъ для каждой точки 

Фиг, 336. Фиг. 337. Фиг. 238. 

Гауссова кривизна пк имфеть одну и ту же величину. Эти поверхности 
№, 

называются новерхностями. постоянной кривизны, 
Поверхности постоянной положительной кривизны суть: 1) поверхность 

шара и 2) поверхности веретенообразныя, получаемыя изъ поверхности 

шара, если изъ нея вырфзать часть между двумя мериданами (фиг. 287) 

и остающуюся часть сложить 
краями (фиг. 238). 

А рис Поверхности постоянной 
отрицательной кривизны им 
ють множество удивитель- 
ныхъ свойствъ. Къ нимъ от- 
носятся: исевдоефера Бельт- 

рами (фиг. 239), на которой 
справедлива геометря Лоба- 

чевскаго, отвергающая по- 
стулать о параллельныхъ ли- 

Фиг. 239. Фиг. 240. няхъ. Алиссеида, происхо- 

дящая оть вращеня уьяной 
лини АБ, то есть линш, видъ которой принимаеть тяжелая цфиь, подвф- 
шенная въ двухъ точкахъ. Поверхности мыльныхъ перепонокъ, образую- 
щихся, при вынимани изъ мыльной воды проволочныхь фигуръ (кубовъ, 

пирамиду...), суть тоже поверхности постоянной отрицательной кривизны. 

Аналитичесще признаки точекъ различныхь видовъ. 

$ 389. Мы видфли въ 5 62-мъ, что кривая 9-го порядка 

Аз = Вху - Су? Пе Е Е=0, 

будеть эллипсомъ или гиперболою, смотря по тому’ будеть ли В —4АС 
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меньше или больше нуля. Приложимъ этоть признакъ къ индикатрисв (652), 
1 1 

Въ ней А=5к В=#б=5е 

В: —4Аб=з 

Итакъ индикатриса будетъ гиперболою или эллипсомъ, смотря по тому, 

будетъ ли: 
—мМ 

больше или меньше нуля. 

Если 83° — > 0, то индикатриса-гипербола; тогда во второй части 

уравнешя (560) между членами будеть знакъ —, то есть одна’ изъ вели- 
чинъ В, или Ё, отрицательна. Итакъ, въ точкахъ отрицательной кри- 
визны индикатриса— гинербола, и 

#—м>0. 

Если 5 — < 0, то индикатриса—зллипеъ; тогда въ уравненйи (570) 
оба В имБють одинаковые знаки. Итакъ, въ точкахъь положительной 

кривизны индикатриса—дллиисе, и: 

#—м<0. 

Если 8? — { = 0, то (662) обращается въ: 

;. 1 
Во и +5 

‚-И-+ИЫ 
Это уравнеше разбивается на 2 уравнешя 1-й степени: 

у: =- 39. 

> С ф — Ив = ИИ 

и представляеть поэтому пару прямыхъ. Что же это значить? 

Вопросъ разъясняется тёмъ, что само условше 5°— 7ё = 0, есть урав- 

нене (640) развертывающихся поверхностей, въ которыхь чрезъ данную 

точку всегда проходить прямолинейная образующая, сплошь лежащая въ 
касательной плоскости и потому перпендикулярная къ нормали; она и бу- 

деть тЬмъ нормальнымъ сфчешемъ, радусъ кривизны котораго В, = со. 

Поэтому это будеть случай когда Гауссова кривизна п, в, РАвна нулю. 

или; 

+ И = 
51% 



Не забудемъ, что к дж, = и можно вычислить по 

уравнению поверхности. Подставляя затёмъ въ нихъ ть значены 2, у, 2, 
которыя соотвфтствують данной точьЪ поверхности, испытаемъ, какова 
получается величина 3? — ›Ё, и по этому, на основаши сказаннаго, бу- 

демъ судить, какова кривизна въ данной точкЪ, положительная, нулевая 

или отрицательная. 

Годезическя лини. 

$ 340. На плоскости кратчайшая лишя между двумя точками — пря- 
мая; на шар кратчайшая лишя между двумя точками — дуга большаго 

круга. Кратчайшя лини на поверхности между двумя ея точками назы- 

ваются еодезическими лиями. 



Чаеть Ш. 

Основан!я рацюональной механики. 

ВСТУПЛЕНГЕ. 

Опредфлене науки. 

$ 341. Механика есть наука о движении. ВсЪ, процессы неорганической 
природы сводятся, съ развиемъ нашихъ знан!, все болфе и яснфе къ 

различнаго рода движению. Отсюда явствуеть великое значене механики: 
она должна служить настоящимъ краеугольнымь камнемъ астрономи, фи- 

зики, хими и многихъ другихъ наукъ. Она, кромЪ того, отличается почти 
такою же достовфрностью какъ математика, и именно посредствомъ меха- 

ники математика овладфваеть постепенно другими науками, внося въ нихъ 
вЪрность и точность. Механика стоить на рубежВ чистой математики и 

естественныхь наукъ, потому что она, основываясь на наименьшемь 
числЬ данныхъ, полученныхь опытомъ, дальнфйшее свое развие полу- 

чаеть въ дух чистой математики и даже прямо методами чистой ма- 

тематики. 
Науки сходныхъ съ механикою названй. 

$ 342. Движене небесныхь тьлъ изучается небесною механикою, с0- 
ставляющею часть астрономи. Математическая физика можеть быть 
названа механикою физическихъ явлен!й. Наука, изучающая движене 
машинъ, называется практическою механикою. Наука, изучающая силы, 
дЬйствуюция на части построекъ, называется строительною механикою. 

Ве эти науки, однако, пользуются данными механики какъ науки о 

движеви, но каждая изъ нихъ пресадуеть свои спешальныя цфли. Въ 

отлище оть нихъ механика, какъ наука, имфющая цфлью самое изслфдо- 

зане движешя, называется иногда рацональною механикою. Она можеть 

быть, какъ увидимъ впослфдствш, сведена на интегрироваше нкоторыхъ 
уравненй; если она пользуется только этимъ методомъ. то ее называютъ 

аналитическою механикою. 
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Основные методы изученя природы. 

$ 343. При изученйг природы человфчество пользовалось дб сихъ поръ 
методами, покоящимися на одной изъ трехъ основъ: 1) наблюдене, 

2) опытъ, 8) математика. 

Наблюдешемъ совершающагося въ природ человфкъ занимался всегда, 

но какъ основа научнаго метода, наблюдеше выставлено было Аристоте- 
лемъ. Наблюдешемь человЪкъ изучаеть факты въ томъ видВ, какъ они 

даны природою. 
Въ опыт человфкъ создаеть особую искусственную обстановку для 

выдфленя трхъ фактовъ, которые онъ хочеть изучить. Отцомь опытнаго 

метода считають Бэкона Веруламскаго (1560—1616). 

Математика прилагается къ изученю природы болдфе всего чрезъ 

механику. 
Если сравнить движене науки впередъ, и совершаемое ею постепен- 

ное превращене области невфдешя въ область знашя, съ армею, завое- 

вывающею непрятельскую страну, то метафизичесыя соображешя, осно- 

ванныя ни аналомяхь (сходствахъ), фалектикЪ, непосредственномь раз- 
суждеши и проч., можно сравнить съ летучими передовыми отрядами, 
быстро и далеко проникающими въ непрятельскую страну, но и столь же 
быстро отбиваемыми. Наблюдеше и опытъ — это главное ядро арм и — п\- 
хота, проникающая впередъ медленно, но солидно. Математика же можеть быть 
уподоблена инженерамъ, строящимъ въ непрятельской стран свои кр- 

пости, съ тою только разницею, что крЪиости построенныя малематикою 
уже не сдаются обратно. 

Кл этому надо еще прибавить вфру, безъ которой наша арм я двига- 

лась бы въ непроглядной тьмф. 

Туть каждому методу воздается по заслугамъ: человфчество не можеть, 

по основнымь свойствамь своего пытливаго духа, ждать, пока математика, 
настроить вездЪ свои крфиости, даже не можеть ждать терпЪливо медлен- 
наго движеня арми наблюденя и опыта, но оно должно имЪть и инже- 

неровъ, чтобы завоеваше оказалось прочнымъ. Математика и проникаеть 
постепенно въ друМя науки. Небесная механика уже подчинена ей без 

возвратно, въ физик она полная хозяйка, химя уже съ каждымь годом 

все болфе ей подчиняется, и такъ далфе. Но она зато и не забфгаеть 

такъ далеко какъ исихоломя или политическая экономя. Мы увидимъ, 
однако, что путь, которымъ она войдеть въ науки, пока едва съ нею со- 
прикасающщяся, уже. намфченъ твердою рукою Лагранжа. 

Положене механики между математикою и опытными науками. 

$ 344. Изучая движеше, механика не можеть обойтись безъ опыта, 

но— не довфряяему—она стремится быть основанной на наименьшемь числ В 

положенй, данныхьъ опытомъ. Эти положешя называются основными за- 
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конами механики. Они могуть быть сгруппированы различнымь образомъ 
но наиболфе удачная группировка этихь законовъ была Дана Ныютономъ 
въ его РЫ|озоршае МагаИз Решециа 1687 г. 

Основные законы Ньютона. 

$ 345. Ньютонъ высказалъ эти законы въ такой формЪ: 

1-й закон». Каждое тЪло пребываеть въ своемъ состоянш покоя или 

равномфрнаго прямолинейнаго движешя, если дЪйствующя на него силы 

не принуждаютъ его измЪнить такое состояще. 

2-й закон». Измфнеше движешя пропорщонально призоженной дЪйствую- 

щей сил и происходить по той прямой линш, по которой дЪйствуеть сила. 

8-й закон». Всякому дЪйствшю соотвфигствуеть противодЪЬйстве равное 
и противуположное, то есть дЪйствя двухъ тЬлъ, одно на другое, всегда 

равны и направлены противуположно. 

Эти законы установлены не однимъ или немногими опытами, но осно- 
заны на цфломъ рядЪ наблюденй и опытовъ. Ньютону предшествовать 

Галилей, изслЪдовавиИй опытнымь путемъь съ необыкновенною проница- 

тельностью движене падающихъ тлъ и открывиий законы ихъ паденйя. 
Талилей и считастся отцомъ механики (1564—1642). . 

Но подобрать основные законы такъ, чтобы ихъ было только три и 

чтобы они были достаточны для построешя на нихъ всей механики— это 

дфло могло быть исполнено только такимъ гигантомъ науки, неимющимь, 

себЪ равнаго, какимъь быль Ньютонъ, обуздавиИй движешя небесныхь 

свфтилъ закономъ тяготьвя и непрерывное измфнеше—проиаводною. 

ГЛАВА 1. 

Механика точки. 

Уравнения движеня точки. 

$ 346. Движеше точки вполнф опредфлено, если ея координаты 
(2, у, =) даны въ видЪ явныхъ функщй времени &, считаемаго отъ важого, 

нибудь момента. Другими словами: по даннымъ уравнешямъ вида: 

#=/() 

= | ое аносьооОН 

2=$(0 

можно вполнф прослфдить всф подробности движеня точки (2, у, 2). ДЪй- 

ствительно, по этимъ уравнешямъ опредфляются (2, у, 2), соотвЪтетвую- 

ше любому времени #, значить опредфляется, гдЪ въ какое время нахо- 
дится точка. Эти уравнения (664) называются уравненями движеная точки. 

Если исключимь изъ (664) время #, то получимь два уравнен, со- 

держащя перемфнныя 2, у, 2; они представляють, слфдовательно, нЪкото- 
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рую кривую, которая будетъ геометрическимь мфстомъ тьхъ точекъ про- 

странства, чрезъ которыя движущаяся точка проходитъ—это будеть лишя 

пути, описываемаго точкою. Такая лин. описываемая точкою при ея дви- 
женш. называется траекторею движущейся точки. & 

Итакъ: по исключени времени & изь уравненй (664) движешя точки, 

получаются два ‘уравненёя, выражаюиия ея траекторю. 
Примтрь: Даны уравнешя движешя точки такого вида: 

2 = [0051 

УВ}, по 0 
#=0 

опредфлить траекторию точки? 

Для исключеня времени # возведемь въ квадрать два первыя изъ 

данныхь уравнешй и сложимъ; получимъ: 2? -+ у? = А. Слфдовательно 
уравнешя траектори будуть: 

+= 

# —=0. 

'  Уравнеше 2 = 0 показываеть, что траекторя лежить въ плоскости’ 
(=, у). Уравнеше 2? - у? = А? показываетгь, что она представляеть со- 
бою окружность (фиг. 241), описанную радусомъ В изъ начала координать, 

Даннныя уравненшя движены (665) по- 

й казывають, что при # = 0. должно быть; 
1 = В; у=0. Значить время считается 
оть того момента, когда точка проходить 
чрезъ пересфчеше упомянутой окружности 

съ осью 2. Затфмъь изъ уравнешй (665) 

видно, что уголъ, составляемый радусомъ, 

проведеннымъ изъ начала въ движущуюся 
точку, равенъ Ё. СлЬдовательно точка дви- 

Фит, 241. жется по окружности въ напревлени, ука- 
занномъ стракою и дуга, описанная ею 

въ течени времени # и считаемая отъ 4, равна Ах Спустя время 

+= = посл прохождешя чрезъ 4, точка приходить въ пересфчеше В 

окружности съ осью у. Вообще вс№ подробности движешя можно просл- 

дить, зная уравненя движешя. Опредфлить движене точки — значить 

найти ея уравнешя движеня, изсафдоваше которыхъ даеть полную картину 

движенйя. 
Равноифрно-прямолинейное движеше точки. 

$ 347. Разсмотримь движеше, опредфляемое наиболфе простыми 
уравненями: 
. =а-+и } 

у=о ПАН ..=0888). 
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Уравнешя: у = 0; 2 = 0 показывають, что точка не сходить съ оси 

2, и совершаетъ, слфдовательно, прямолинейное движен!е по оси 2. Урав- 

неше 2 = а + & показываеть слёдующее: при # = 0, координата х 

равна а. Слфдовательно въ началь времени (въ тотъ моментъ. оть кото- 

‘`раго отсчитывается время), точка находится на разстояни а отъ начала. 

Разсмотримъ положеня точки въ два различные момента #, и &,. На- 
зывая чрезъ т., 2, соотвфтственные этимъ моментамъ иксы, получимъ: 

2 =а+% 

ж =а-ы,. 

Вычитая 1-е изъ этихъ уравненй изъ 2-го, получимъ: 

Я — 06 =66—- №... д 

величин пути, пройденнаго точкою въ течеши времени 

Если этоть промежутокъ времени равенъ 1, то изъ (667) полу- 
ЧИМЪ 2, — 2, = 6. Итакъ В есть путь, проходимый точкою въ единицу 
‘времени. Изъ (667) видно, что въ равные промежутки времени точка про- 

ходить равные пути. Такое движеше называется равномтрно прямо- 

линейным. 

Путь 6, проходимый точкою въ каждую единицу времени, называется 
скоростью точки в» равмомтрно прямолинейномь движенги. Вл, равном рно- 

прямолинейномъ движени скорость © есть величина постоянная, 

Изъ (667) имфемь 

ыы 

о И к ° 

Это значить, что: в» равномьрно прямолинейномь движени скорость равна 

частному оть раздъленя пройденнаю пути на время, въ теченёи которазо 
она пройдено. 

Прямолинейное движеше съ перемфнною скоростью. 

$348. Если мы будемъ разсматривать мельчайшя частицы матери и 

назовемъ матерьялэною точкою безконочно малое матерьяльное тЬло, то 

по 1-му закону Ньютона разсмотрфнное нами въ предыдущемъ параграфь 

равномфрно-прямолинейное движеше и есть то самое движеше, которое 

стремится сохранять матерьяльная точки. Если же на точку дЪйствуеть 

иЪкоторая причина называемая силою, то движеше можеть измфняться и 

перестать быть равномфрно-прямолинейнымь. По 2-му закону направлеше 
измфненя движешя совпадаеть съ направлешемъ силы. Слфдовательно, 

если сила направлена по оси 2, по которой точка двигалась равном рно, 
то измфнеше движешя произойдеть тоже по оси 2 въ томъ или другомъ 
ея направлени, и точка всетаки не сойдеть съ оси х. Въ чемъ же бу- 

деть состоять измфнене ея движен!я? Скорость движешя можеть измф- 

няться. Итакъ, подъ дЪйстыемъ силы, точка можеть двигаться прямоли- 
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нейно такимъ образомъ, что скорость ея будеть м5няться. Но что же 

такое будеть скорость въ такомъ движении? 

Прямолинейное движеше съ перемфнною скоростью можеть быть раз- 
сматриваемо какъ рядъ послфдовательныхь безконечно малыхъ движенй 
‘равномфрно-прямолинейныхъ. Пусть въ течене безконечно малаго времени 

4 малерьяльная точка проходить путь 42 по оси 2. На безконечно ма- 

ломъ пути 4х, пройденномь въ течени безконечно малаго времени 4 

всякое прямолинейное движен!е можно разсматривать какъ равномрное, 

& потому скорость, съ которою точка проходить путь 4х будетъ, по предъ- 
идущему параграфу, равно частному отъ раздфлешя 4х на 4. Называя 

скорость буквою У получимъ 

и ара 

Въ слфдующ моментъ 4 скорость сдфлается другою, но и величина 

пути 4х измфнится и въ каждый моментъ: 

„=“ 
& 

Итак»: в0 всякомь прямолинейномь движении скорость ® равна первой 

производной ы оть пути по времени. 

о АВА 

Ускорене въ прямолинейномъ движенм. 

$ 349. Измфнешемь прямолинейнаго движешя можеть быть только 
измфнене скорости. Положимъ, что въ течени безконечно малаго проме- 
жутка времени 4 скорость х измфнилась на 4х, такъ что изъ г обрати- 
лась въ о -Н 4». 

Пусть движеше по оси х опредфлено уравненями: у 
= / (0). Тогда по предъидущему параграфу: 

@ =^0 ® = 

Слфдовательно: 

а .) =". 

Такое приращеше получаетъ скорость въ течени времени 4. 

Какъ скорости мы относили къ 1 времени, такъ и приращешя ел 

должны относить къ 1 времени. Еслибы точка продолжала двигаться съ, 
тЬмъ же приращешемь скорости 4о въ каждое 4, то въ 1 времени она 

получила бы приращене: 

4. (о к 
@ _ 5 

Это и есть приращеше скорости отнесенное къ 1 времени; оно назы- 
вается ускоренемь и обозначается буквою 7. 
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Итакъ: 60 всяком» прямолинейномь движенёи ускорен!е } равно первой 
ярюизводной от» скорости по времени или второй производной от» пути 

20 времени, 

Разъясненя понят и и /. 

$ 350. Когда мы говоримъ, что въ данный моменть точка, движу- 
лцаяся съ перемфиною скоростью, имфеть скорость 100 метровъ въ се- 

кунду, это значить, что еслибы оть даннаго момента скорость не изм%- 
‘нялась, то въ 1 секунду точка прошла бы 100 метровъ, на самомъ же 

‚дряВ, благодаря перемЪиности скорости. она можеть быть пройдетъ и дру- 

тое разстояне. 

Напримфръ: пофздъ вышелъ со станщи тихо, потомъ идетъ все скорфе 

и подходить къ слфдующей станщи опять тихо. Мы можемъ сказать, что 

въ извфстный моменть не доходя до станщи, положимъ 10 верстъ, пофздь, 

‘идет со скоростью 60 версть въ часъ. Это не значить еще, что черезъ, 
часъ онъ продвинется на 60 верстъ, потому что онъ можеть и замедлить 

вой ходъ и даже остановиться на станщи часа на два и слфдовательно 

въ течени часа продвинуться оть разсматриваемаго момента только на 
10 верстъ;—это значить, что, ме измьняя своей скорости отъ разсматри- 

ваемаго момента пофздъ чрезъ часъ продвинулся бы на 60 версть. 

Когда мы говоримъ, что въ данный моментъ точка, имфющая скорость 

100 метровъ въ секунду, имфеть ускореше 5 метровъ въ секунду, это зна- 

чить, что если бы точка не измъняла своею ускоренёя отъ даннаго момента, 

‘то, трезъ 1 секунду скорость ея увеличилась бы на 5 метровъ и сдфла- 
лась бы равною 105 метрамъ въ секунду. На самомъ же дфлЪ скорость, 

чрезъ 1 секунду можеть быть и не будеть = 105 метрамъ, благодаря 

перемфнности ускорешя. 

Скорости и ускорешя, имфюпяся въ данный моментъ, мы относимъ къ 

1 времени, предполагая ихъ за эту 1 времени не мфняющимися, но не 

забывая, что они на самомъ дфлЬ мЬняются, и поэтому въ слдующйй мо- 

менть имфють друшя величины. Мы можемъ напримфръ сказать: въ дан- 

ный моменть точка обладаеть скоростью 10 метровъ въ секунду, чрезъ 

Е секунды она имфетъ скорость 15 метровъ въ секунду. 

$ 351. Точка можеть двигаться неравномфрно (съ перемфнною ско- 

ростью), но прямолинейно по оси подъ дйстыемъ нфкоторой силы на- 

правленной по оси 2. По 2-му закону Ньютона измфнеше движеня про- 

порщонально силЪ; значить сила равна произведеншю измфнен движеня 
на нЪкоторый постоянный коэффищенть т, и припомнимъ, что измфне- 

ше движешя равно ускореншо 7. Назовемь силу чрезъ Р. Ньютоновь 

Делоне. Высшая математика п механика. 20 
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2-Й законъ выразится такъ: 
. У рее чеН 
Здфеь коэффищентъ т называется массою. Уравнеше (670) показы- 

ваеть, что во всякомъ прямолинейномъ движени сила равна произведенйю 

массы на ускорене. 

По (669) можно сказать, что; 
5 - 
о ЩО 

или: я . 
сл о 

РТ. : (012) 

Мы будемь обозначать силы, дЪйствующя по направлено осей, большими: 

буквами, соотвЪтствующими назвашямьъ осей. Такъ что уравнеше (672) 

изобразимь такт: 

Х=пи=тт. о ес аТВУ 

Масса. 
$ 358. Из» (670) получается: 

На о За 
г 

масса раяна частному оть раздфлешя силы на же Изъ (670) 
имфемь также: 

Е ЕТ ии 

Эта формула показываеть, что, при той же самой силь Р, ускорене 7 

ТФмь меньше, чЪмъ больше масса эй. 

Вещество лежащее на чапиь вфсовь подвержено одной сил — зем- 
ному притяженйо; величина этой силы называется въсом тфла. Ускорене, 

вызываемое земнымъ притяжешемъ на поверхности земли, различно въ 
различныхь мфстахъ земного шара. Въ среднемъ оно равно 9,81 метръ 

въ секунду. Его мы обозначимъ буквою 9. По (670) имфемъ: 7 

вЪсъ твла = (масс) (9) = (масс) (9,81 метр.). 

Но вЪеъ опредЪфляется опытнымт путемъ на вЪсахъ, а именно массу то. 
непосредственнымь опытомь мы не опредфляемъ: мы только знаемъ, что. 
она пропорщональна вфсу. Масса опредфляется изъ (674): 

су вЪсу 
в ни 1 576 масса = Я. — 95 мет. Урны в. ВИО 

Двимене падающей точки. 

$ 358. Теперь мы можемъь изучать движене, производимое данной си- 
лой: по данной силЪ находить уравнене движешя. Раземотримъ одно» 

*) См. примфчаше въ конць книги. 
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такое движене и по нему познакомимся со многими важнЪйшими поня- 

ями и премами механики. 

Въ начать координать 0 (фиг. 242) находится тяжелая точка т, 
имфющая массу и. Въ ифкоторый моментъ, оть котораго считаемъ время, 

слфловательно при { =0, предоставляемъь тЬлу свободу падаль подъ вя- 

немъ земного притяжешя. Опредфлить движен!е твла. 

Возьмемъ ось 2 по вертикали внизъ. Д\йствующая сила есть вфеъ 

бла, который по (670) равенъ ту. По (671) эта сила равна =. Сл\- 
довательно. . 

отвуда: 
Ч 

г & 

или: 

‚Пот або пела 1 аа 

Это уравнеше надо интегрировать. Получимъ: 

но - 
И 7) ыы 

откуда: 

Для опредфаен!я постояннаго интегращи с, разсуждаемь такъ: при 
{ = 0, скорость была еще равна нулю; слфдовательно, въ началь движе- 

ня, уравнене (678) имфло видъ: 

=. 0-е, 

отсюда с' = 0. Сл®довательно (678) въ теченш всего движевя будеть, 

таково: 
О. 

4 
Но мы знаемъ по (668), что в = а. Слфдовательно (679) можно на- 

писать тав‘ь: 

=, 
или: 

И ТЕ ООВ 

ео 
о оон 

Интегрируя получимъ: 
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тдЪ се, постоянное интегращи. Опредфляемтъ его изъ начальныхъ данныхъ: 

при & = 0, точка находилась въ началЪ 0, слфдовательно тогда было 

1 =0. Поэтому уравиеше (681), приложенное къ началу движения, таково: 

откуда с, = 0. Слфдовательно: 

з. (682) 

Уравнеше (679) показываетъ, Ло скорость увеличивается `пронорйо- 

нально времени. Такое движеше называется равномърно ускоренным. 
Уравнеше (682) есть именно уравнеше движеня; оно опредфляеть 

2 для каждаго времени #. Оказывается, что пройденные точкою пути про- 
порщональны квадрату времени. 

Планъ, по которому рьшена была задача, таковъ: по законамь Ньютона 

составляемъ дифференщальное уравнеше движен!я т = тт; ; сокращаемъ 

его на », интегрируемъ, опредфляемъ постоянное с, по начальнымь дан- 

нымъ, интегрируемь полученное уравнеше ̀ Е. — 0, опредфляемъ постоян- 

ное с, по начальнымь даннымъ, получимь ое движения, 
Такимъ образомъ рёшаются задачи, въ которыхъ, по даннымь силамъ, 

требуется найти уравнеше движешя. Въ нихъ приходится два раза инте- 

трировать, при чемъ постоянныя интеграцуи опредфляются изъ начальных 

данныхъ. 

Работа. 

$ 354. Работою, которую производить данная сила, дЪйствующая на 

свободную точку, называется произведеше Р.№ силы Р на путь й, прой- 
денный точкою. Въ приведенномъ въ $ 358-емъ примфрЪ падающей точки 

работа силы тяжести (вфса) 2у будетъ, при прохождеши точкою разетояня 
2, — 2, равна 

(2, —2:) ту ть ни 683) 

работа же силы тяжести тд, при прохождени точкою пути оть начала 

движения на разстояне 2, будетъ: 

О, + с ал пора Ой 

Если точка не свободна, а принуждена двигаться по опредЪленному 

пути, (напримфръ если она заключена въ прямолинейной трубкЪ) то ра- 

бота Т равна произведению 
РИ, аб ини В 

если сила направлена по пути, проходимому точкою (фиг. 243). 
Если же направлеше силы составляеть съ направлешемъ пути уголь 

ф, то разсуждаемъ такъ (фиг. 244). Разлагаемъ силу Р на двь: на силу 

‚р, направленную по пути и на силу 9, перпендикулярную къ пути. Замф- 



— 309 — 

чаемьъ, что 4 только прижимаегь точку къ тому, что препятствуеть ей 
сойти съ пути, двигаеть же точку только проложене р силы Р на путь. 

Поэтому работа здфеь будетъ равна 

р 680) 

произведено пути 8 на проложеше р силы Р на направлеще пути, 

Но изъ чертежа (фиг. 244) видно, что р = Рсоз $, Слфдовательно: 

аа, ГУ ПО 

Работа равна произведению: силы Р, косинуса угла, составляемаго 
направленями пути и силы, и самаго пути 8. 
Это самое общее выражеше работы, годное и для 

криволинейнаго движеня, В, 

если за ф будемь прини- 
р т 

мать уголъ, составляемый р 
силою Ри здементомь № 

траектор!и. 

. Работа не зависить 

оть времени и измфняется 
килограммометрами. ОдинЪъ килограммометрь = работь, потребной для под- 

нятМя одного килограмма на одинъ метръ. 

р 

9 
Фиг, 343. Фиг. 344. 

Живая сила. 
а 

$ 355. Произведене "^— массы на половину квадрата скорости назы- р 
вается живою силою, 

Интегралъ живыхъ силъ. 

$ 356. Во многихъ случаях (въ какихь именно, увидимь внослд- 

сти) оказывается вЪрною слфдующая теорема, называемая интеграломь 
окивыхь силь. Работа равна приращенио живой силы. ПрослЪдимъ, какъ 

выполняется эта теорема на примбрь падающей точки, приведенномь, 
въ $ 353-емъ. 

Разсмотримь движене точки, происходящее въ течеше времени &, — 

въ промежутокъ между моментами &, и &. Пусть абецисса, и скорость въ 
моменть #, будуть жо и 60; ТВ же величины въ моменть #, назовемъ чрез 

а, и в. Приращеню живой силы въ теченйи времени #, — #, будегь: 

-.. - (688) 

Работа, совершенная силою тяжести "0 за время ь ,. будегы 

9 (о -он , : 60889) 

Выразимь 0бф эти величины (088) и (689) чрезъ &. По (679) в = 9. 



Слёдовательно приращене (688) живой силы будеть: 

т" т 
2 2 

По (682) = = . Сафдовательно работа (689) будетъ: 

= о, 

Сравнивая (690) съ (691), видимъ, что въ движени падающей точки 

теорема, интеграла живыхъ сить справедлива: 

Т = приращению живой силы, иди: 

а , 
РИ НИ ИО (692) 

Количество движеня. 

$ 357. Произведене ть массы на скорость называется количеством 

движения. 
ть = количество движеня. 

Движене точки брошенной вверхъ. 

$ 358, Изучимъ движеше точки, брошенной вверхъь Точка брошена 
вверхъ со скоростью т, значить начальная скорость точки = 1%. Напри- 

мЪръ, пуля выброшенная выстрфломъь изъ ружья имфеть начальную ско- 
рость 200 метровъ въ секунду. 

Итакъ, задача такова: по данному ускоренйю 

9 = 9,81 метровъ силы земного тяготья и но 

данной начальной скорости г, вертикально на- 

правленной найти движене точки, полагая, что 

точка брошена въ моменть & = 0, съ котораго 

начинаемъ считать время. 

Точку пространства, изъ которой выбрасы- 

фиг. 245. вается точка т, примемъ за начало координать 
(фиг. 245). Возьмемь ось = по вертикали вверху. 

Сила — то дЬйствуеть тоже по вертикали, но въ сторону отрицатель- 

НЫХЪ 2; ТОЧка не сойдеть съ оси =. Въ течеши движеня будемъ имЪть 

&=0, у=0. Сила = —т9; по (671) она равна т а Итакъ: 

4е 
2 = —т=т т. 



-= 844. — 

или: 
4 = — 9аь 

откуда: 
у @=-—9 „] ав 

или; | а НВ чо . (693) 
При # = 0, скорости # = во; слфдовательно (693), въ начал движе- 

ще имфеть видЪ: 
= 0 -с;:; откуда: ©, = в. 

Слфдовательно, въ течени движешя (693) иметь вид: 

=— Я... 

По (668) имфемъ: 

НЕ, = п; 

откуда: 
4: = — 9. 4+ ва 

Интегрируя, находимт: 

Данни ешь [а 

ав 
#=- Ни 6. 4 

или: 

При # = 0, координата 2 = 0. Слфдовательно: 

0 = ОО -Нс,, откуда: с, = 0. 

По этому: 

8 = и — 

. (694) 

.. . (695) 

. (696) 

Опредвлимъ наибольшую высоту, до которой поднимется точка, Иначе 

говоря, найдемъ максимумь выражен (696). Для этого, по правилу П, 
$ 170-го, приравняемъь производную отъ (696) нулю: 

9% — 9 =0; 

отсюда =%. Итакъ точка достигнеть наибольшой высоты поднята 

чрезь % сокундь ос вылета изъ 0. Вставимт это значеше ® вмфето # 
вь (696), чтобы получить 2, равное наибольшей высот поднятя. Назо- 

вемъ эту высоту чрезъ й. Получим: 

О 69 Я в 

9 Е С Е 
Итак: 

з в . (697) 
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Отеюда: 

нь ЕС: 

Формула (698) опредфляеть ту налальную ско- 

рость, съ которою точка должна быть брошена (въ 

безвоздушномъ пространствЪ), чтобы наибольшая вы- 

сота поднямя ея была й. 

Въ приложеши къ движеншю жидкости формула 
(698), пренебрегая дЪйстыемъ воздуха, выражаегь 

Фиг. 246. скорость #, вылета воды изъ фонтана (фиг. 246) по 

данной высотв / его струи. Въ примбнени къ жид- 

кости формула (698) называется закономъ Торичелли, 

Потенщгальная функщя. 

$ 359. Для вефхъ силь природы существують тая функщи С коор- 

динатъ 2, у, 2 движущейся точки, производныя которыхъ по этимъ ко- 
ординатамь равны проложешямь силы на оси координать, тЪмъ проло- 
женямъ, которыя мы условились называть чрезь Х, У, Я, такъ что: 

90 90 90 #=х% и 

Такая функщя называется зотенцальною или потенщаломъ. 

Въ движен!и точки, брошенной вверхъ ($ 358), потеншаль будегь: 

= три... гот (000) 

потому что. сила Й = — тд; слбдовательно: 

т НУ 

Законъ сохраненя живой силы. 

$ 360. Во везхъ тЬхъ случаяхъ, когда точка, или система точекъ, 

или свободны или принуждены двигаться по поверхностям и линямъ, 

не мВняющимт свою форму, существуетъ закон: живая снла равна суммль 

потенщала сь постоиннымь количествомь 

е+( 2 
И С. ара СВАИ 

= и+0 

Если [7 есть { (2, у. 2), то, при возвращени въ прежнее положене, 

живая сила пробрЪтаетъ прежнюю величину— сохраняется. 

Провбримъ существоване этого закона на разсмотрьнномь въ предъ- 
| с идущемь параграфь движени точки брошенной вверхъ. 

Тамь 0 = ту; выразимь его чрезъ время вставкою, вуфсто 2, 
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его выраженя (696) чрезъ 2. Получимъ: 

2 эр 
ие: (“ и не , 

ти? 
Выразимъ теперь живую силу —5` чрезъ &. Для этого вставимъ въ 

нее, вмфето ©, ея выражене (694) чрезъ #. Получимъ: 

т _т : 5 
о (= те + ка м0) 

Сравнивая (702) сл (703) видимъ. что: 

т? тг? то? 7 й о’. а и-- о ИН 

Идеть ли точка чрезъ положеше А кверху или возвращается 

(фиг. 247), всегда въ А живая сила имфеть ту же вели- 

чину — ту. (04) + о й ы 
Но — есть величина постоянная для всего движеня, по- ми: 

тому что и № и начальная скорость очевидно не мфняются въ течени 

движевя. Слфдовательно, законъ: 

то? 
== -+С 

справедливъ для движеня точки, брошенной вверхъ. 

Законъ сохраненя энергии. 

$ 361. Живую силу 4 называютъ также хинетическою энермею дви- 

кущейся точки, потому что она (по интегралу живыхъ силъ ($ 356) сио- 

собна переходить въ работу). 
Потенщальная функшя, взятая съ обратнымь знакомъ (— 0), назы- 

вается нотениальною энериею движущейся точки. 

Сумма потеншальной и кинетической энерми называется полною 

энериею 

О, 
то есть: а 

—э_ — 0 = нолная энермя. ........ (104) 

Изъ (701) сафдуеть: 
те? р 

и. .... (05) 
— полная энерия овиженя точки есть величина постоянная. 

- Этоть законъ есть знаменитый законъ сохранешя энерги. Онъ, какъ 

мы видимъ, тождествень съ закономъ сохранешя живой силы. 
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Система точенъ. 

$ 368, Совокупность матеральныхь точекъ, будеть ли это силошное 

ТЪло, или жидкость, или отдфльныя точки, называется системою. Живою 

силою системы называють сумму живыхъ силь составляющихь ея точек. 
Знакъ суммы такой: У. 

Криволинейное движен!е точки. 

Скорость въ криволинейномъ движении. 

$ 363. Каждый элементъ кривой мы разсматриваемь кавъ безконечно- 
малую прямую лин!ю и скорость, которая направлена по элементу, изобра- 
жаемъ геометрически въ видЪ прямолинейнаго отрзка (вехиюра), длина, 
котораго была бы пропорщональна скорости (фиг, 248) и который начи- 
нался бы оть движущейся точки 2. Но Таше отрЪаки (векторы) было бы 

затруднительно разсматривать даже въ движени одной точки. Поэтому мы 
пролагаемъ (см. $ 73) этотъ векторъ на оси координать и самую точку 

пролагаемь на оси, 
то есть разсматри- 
ваемь не движене 
точки, а движение ея 

проэкщй 4, ВиС 
(фиг. 249). Не раз- 
сматриваемт самую 
скорость У, но про- 

экци У, Г,, 7, ско- 
рости на оси. Когда 

движется точка т, то и ея проложешя движутся, и можно ожидать (въ 
подробных курсахъ это доказывается), что скорости движешя проложе- 

н равны проложенямь Т,, Т,. Т, скорости Т на оси. 
Такимъ образомъ разсмотр№е скоростей криволинейнаго движешя при- 

водится къ разсмотрЬнию скоростей прямолинейныхь движенй проэкщй 

А, Ви С движущейся точки. Нужно только обезнечить себЪ возможность 
опредфлешя Ги ея направлешя по У, У,, Т,. По (668), называя чрезъ 

ш, У, 2 координаты движущейся точки 27, получимь; 

Фиг. 245. ^ фик. 249. 



—315°— 

Называя чрезъ а. В, т углы наклонешя скорости У къ осямъ коорди- 
нать, получим по ( р 

У, = У са; УТ, =У 0038; ТУ. = У 6051. 

Возведя эти равенства въ квадрать и складывая, получимъ: 

(У. (И, - (У, = 7? (6088 & + 005 В - 608 1). 

Но по (126): 008? а -н 603 В - 6037 = 1. Сафдовательно: 

ЕО Ух, 

= и Пе [ее [ей 42 ь 
УЕУУ- У, Т, (® а ба 06) 

ИмЪя эту формулу, мы всегда по проложена» У,, У, Г, можемь 

опредфаить скорость У. 

Изъ 668 слдуеть: 
Че 

НЕ т % Е Г 212 а АИИС 

У ИУ ур УЕ т [Чиа [42 («= (= (#) 
й у 

вов м = И = Е 
Вт Ут У, [49 [4 {10т) 

и! х (^) 

у, У, 6081 = = =- 
х ИУ = аж) (ау\* [а=\® 

Ч (*) Е са (“) 

а эти формулы позволять опредфлить направлеше У. 

Примют. ОпредЪалить скорость и ея направлено въ движени, рад- 

смогрьнномъ въ $ 846 и опредфляемомъ уравнешями: 

2 = В с0Ё 

у = Взт+ 

# = 0. 

'Имемъ: 
ах МАРЕК. 4 _ 
та Е зт 6 в = 06 ж=о ож (708) 

Вставляя въ (706), получимъ: 

ИИ Е 1? 60878 = У = 



ое: ыы 

Скорость равна ражусу. Направлене ея опредфлимъ, вставивъ вели- 

чины (708) въ (707). Получимъ: 
(2 

са МР Еж 

В с05 # 
те — И 603 В п 608 

608 1 = 0. 

Эти уравнешя показывають, что ско- 
рость (какъ это и видно изъ простого раз- 
смотршя того, что скорость направлена по 

элементу траэктори) перпендикулярна радусу (фиг. 250). 

Ускореше въ криволинейномъ движении. 

$ 364. Н\сколько сложн\е обстоитъ дЪло съ ускорешемь въ криволиней- 
номь движеши, потому что прежде всего еще надо разсмотрьть, что именно 
слфдуеть разумфть подъ словомъ ускореше въ криволинейномъ движенйи. 

Ускореше — это то, что Ньютонъ разумль подъ словомъ «измнен. 

движешя». Въ прямолинейномь движени мЪфнялась только скорость (ко- 

нечно и координата мфнялась, но безъ этого не было бы и движеня). 

Въ криволинейномь движени мфняется и направлене движеня, направ- 

леше скорости. Пусть © есть скорость точки въ моменть & (фиг. 251), 

тотда какъ въ слфдующ моменть #-= АЕ скорость уже измфнится по ве- 

личин® и по направленно и пре- 
вратится въ к - Ао. Ускореше 7 
можно разсматривать какъ нЪко- 
торую добавочную скорость, кото- 
рую надо приложить къ скорости в, 
чтобы получить » -+ Аи. Скорости 

фиг, 251. фиг. 250. слагаются какъ силы по правилу 
параллелограмма: равнодЪйствую- 

щая двухъ скоростей к и 7 равна, по величинЪ и по направлению, д1аго- 

нали параллелограмма, построеннаго на составляющих скоростяхь о и 7. 
Или, что то же (фиг. 252), © + Ав есть посафдняя сторона, треугольника, 

дв друмя стороны котораго суть фи 1. 

Можно также сказать, что ускореше 7 равно, по величин и направ- 
ленйо, замыкающей сторонф треугольника, нпостроеннаго на х ии -+ Аи, 
но только приложено оно къ точкЪ т, какъ лия тА на (фиг. 251). 

Самое важное заключен, которое мы выносимъ изъ такого разсужде- 
ня, состоить въ томъ, что направлеше ускоренёя, вообще зоворя, не совпа= 
дает» сь направлеветь скорости вь криволинейном» движении. 

Строя его, по указанному только-что способу, оть точки 2, мы изобра- 
жаемь его по величин ® направлению нЪкоторымъ векторомъ. 

Фиг. 250, 
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Зат№мь мы разематриваемъ не самое ускореше, а его проложешя на 
оси. Въ подробныхъ курсахъ доказывается, что: ускорешя проложенй А, 

В, С точки равны проложеняму 7., /,, 7, ускорешя 7. Проложешя А, В, С 

точки движутся по осямъ прямолинейно; поэтому къ нимь примфнима, фор- 
мула (669), по которой: 

СМ: а 
И а ав 
НЙ 
Ая" 
нос. 42 

т ег 
Отсюда, совершенно такъ же, какъ въ 5 363-омъ, выводимъ: 

- и =) [ву Е т =: з 2 Ё ИО А 710. у=У + -л и а + [9 = |-2в (110) 

(109) 

4х 
ь 2е На А Оле 

Оке а | 
(=) (=) “ 

"фу. 

ПУ 
Движене тяжелой точки, брошенной наклонно къ горизонту. 

$ 365. Какъ примфръ изслфдованя криволипейнаго движешя свобод- 

ной точки разсмотримь движеше тяже- 
лой точки, брошенной съ начальною ско- 

ростью ©, подъ угломъ ф къ горизонту 

(фиг. 253). 

Примемъ начальное положеше тяже- 

лой точки т за начало координатъ. Пло- 

скость (2, 2) изберемт такъ, чтобы она про- С Е 

ходила чрезъ направлене начальной ско- 
рости и чтобы горизонтальная ось иксовъ у 

составляла съ начальною скоростью ост- 

рый или прямой, но не тупой уголъ. Ось = возьмемь по вертикали вверхъ: 

Фиг. 353. 
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На точку дЪйствуеть только сила тяжести; ускореше 9, производимое 
тяжестью, направлено внизъ. Поэтому, называя чрезъ Х, У, @ проложе- 

ня силы тяжести на оси координатьъ, припоминая, что ускоревшя проло- 

женй == проложешямьъ ускорешя и формулу (673) получимъ: 

42. у, 4. 
х=о тн; У 0 та; 2= ту т. . (112) 

Интегрируя эти уравнешя, получимтъ: 

4: а 4= Ё = ее УЕ-ЯчЫ.... 09) 

Въ началь движешя проложешя начальной скорости суть: 

4) _› . [4 х (“) ел 

(#), я (#)- а 

61 = 1% 608$; 6: =0; 6; = 3 9. 
Поэтому 

Подставляя эти величаны постоянныхъ въ (713), получим: 

4х 4 42 з 
= "о 009; += ду... (714) 

Интегрируя эти уравненш, находимъ: 
ь 

&={.0.008 ф + с; У; 2=1.0.31ф — 3 +4. . (115) 

Опредфляемъ постоянныя с,, с,. с, интеграши изъ начальных дан- 
ныхъ: при # = 0 имфали: 

2—0 90; э=0. 

ния 6: = 0; 6, =10; &=0: 

Поэтому изъ (715) получимъ: 

&={.1 . 608$ 

у—0 ЕВЕ УЯНИТВА 
ЕЕ. 

Второе изъ этихъ уравненй движеня показываеть, что точка, движется 

въ вертикальной плоскости (2, =). Для опредфлешя траэкторйг исключимъ # 

изъ остальныхъ двухъ уравненй (716). 

Для этого опредфлимъ # изъ 1-го и вставимъ въ третье уравнене. 
Получимъ: ыы 

С 
603 $ 2 во? 03° ф’ 



Е 

или: 

&=2.9— теме ЗЕЕ 
20° 608? ф` 

Здьсь всЪ величины, кромф хи 2, постоянныя. 

Даля нахождешя точки высочайшаго поднята, опредфлимь максимумъ 
ОТЪ 2, Который обозначимъ такъ 2х. 

Для этого приравняемъ производную по иксу отъ правой части (717) нулю: 

За 
9? 5 608 ф 

Отсюда соотвфтствующий наибольшей величинЪ зеда иксъ будетъ: 

93.05 009°ф _ г’. т. 008 $ 

9 9 : 

Вставляя эту величину вмфсто 2 въ (717), получимъ наибольшую  ве- 
личину зеда: 

аа . (218) 

9 ЗФ 9. 04° 3? ф. 608°ф. &» = 
9 207 608? ф. 9 

и зв Х 0? бт ф 
я аа: . (119) 

Перенесемт, начало координатъ въ точку высочайшаго подъема, не из- 
мняя направлены осей. Для этого Ажиик что старыя координаты вы- 

разятся чрезъ новыя такъ: 
2 с 

та -Ь два даные 

ИЕ + патч. 

Вставляя эти величины въ (717), подучимъ: 

о Р-Р с08$Ф) 93 
59 ( я | ) 

ий 20? 608? ф 

и вии , ты 12 
В И ое но 

9.20 2. зтф 009 ф _ доз? . 6082 ф. 
20? 608 Ф.9 20°. 9°. 603*ф 

Отсюда: 
о Яны, 2 ИН 

9? 29 260? 608? ф Эт”, > 



или; 

Отсюда: 

Получили уравнеше параболы, ось которой направлена вертикально 
(фиг. 254); сама парабола обращена внизъ, вершина же ея имфетъ, отно- 

сительно прежних осей, координаты, выражаемыя формулами (718) и (719). 

Изъ уравнены (717), полагая въ немъ 2 = 0, получим: 

Эна 
у зтф. 8 = 04; (фиг. 254)... ... (120) 2 

Это разетояше ОЛ (фиг. 254), на которое долетаеть брошенная точка, 

по горизонту. называется амплитудою бросая или дальностью полета. 

Посмотримъ, когда она будеть наиболь- 

шая. Для этого замфтимъ, что (720) 

можно написать въ видЪ; 

ИРА ОА = 7: (2$). 

р Эта величина достигнеть наибольшаго 
значеня, когда 8 (29) = 1, то веть, 

когда 2$ = 5; или = 1 = 45°. Итакъ, 

наибольшая дальность полета получается, когда стрфляють подъ угломъ 45° 

къ горизонту. 
Таково движеше точки, брошенной въ пустотВ. Воздухъ измфияеть это 

движеше тфмъ менфе, чфмъ менфе начальная скорость, такъ что камень, 

брошенный рукою, весьма мало уклоняется отъ параболическаго движены: 
центръ тяжести его описываеть довольно точно параболу. Вводя сопро- 
тивлен!е воздуха, можно болфе точно опредфалить движене пули или пу- 
‘шечнаго ядра, но мы этого дфлать не`будемъ. 

Равноифрное движеше точни по окружности. 

$ 366. Въ предъидущемъ параграф мы разсмотрфли примфръ такой 

задачи, въ которой по данной сил тяжести, и слфдовательно, по данной 

величин и направлен ускореня, надо было найти уравнешя движеня 

точки. 
Теперь рЬшимъ такую задачу, въ которой, по даннымъ уравненямъ 

движеня, требуется найти величину и направлене ускореня. Найдемъ 



д = В 008! 

Въ этомь движени, какъ мы видфли въ $ 346-омъ, уголъ, составляе- 

мый съ осью х ращусомь окружности, по которой движется точка, ра- 

венъ #. СлЬдовательно, дуги, проходимыя по окружности движущеюся точ- 
ою, пропорщональны времени {: въ равныя времена точка проходить рав- 

ныя дуги. Поэтому это движеше называется равномпрныме движенемь по 

окружности. Величина скорости здфсь не мфняется, но мфняется только 

ея направлеше. Изъ (721) находимъ: 

42. РИС. Е Ве а Езтв м В 0088; а =10; 

4х Сы _2 АЫ три: „ЧжлЫ 
а В 8; на: = В зт ав = 6. 

Ветаваяя найденныя величины вторыхъ производныхъ въ (710), получимь: 

= Ио Е- В зтВ = У В? (608 Е + эт? = У = И. 

Вставляя найденныя вторыя производныя въ (711), получимъ: 

я. Е 005 Ё 
вм (==! 

т В эвЕ . „БАЯН 
ев (= ПЧ" = т! у 

608 (5, =) =0. 

Изъ (721) и изъ чертежа (фиг. 255) видно, что косинусы наклоненя 
къ осямь х и у рамуса, проведеннаго въ точку т, равны с05 # и 8% #. 

Сфдовательно (722) показываютъ, что ускореше 

составаяеть съ ражусомъ уголь въ 180°, потому У 
что 

соз (1809 + $) = — 008 $; 

зт (180 + $) = — 8 $. $ 

'Итакъ ускореше въ равиомфрномь движени К 

точки по окружности направлено по радусу къ 
центру. Это значить, что сила, способная изог- 

Ы нуть путь точки въ окружность, направлена къ 
центру. НЪчто подобное (но не совсЪмъ то же са- 

мое) происходить, если вращать нитку съ при- 
крфиленною на ея концф гирею; гиря будеть описывать окружность 

подъ дфйстйемъ силы натяжешя нити направленной по радусу. Скорость 

же въ этомъ движеши направлена по касательной, такъ что, если нитка 
‘оборвется, то гиря полетить прямолинейно по касательной. 

Делоне. Высшая математика и механика. 21 

Фиг. 255. 
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Общее свойство центральныхъ движенй. 

$ 367. Чрезвычайно важный, въ особенности въ астроном, классъ 

движенй представляютъ деиженя чентральныя, происходянйя подъ влЁя- 

Шемъ какой-нибудь притягательной или отталкивающей силы какой-нибудь 
неподвижной точки (центра). 

з Изслфдуемь общя свойства центральныхъ, 
движений, 

Положимъ, что точка т (фиг. 256) притяги- 

и вается неподвижнымь центромъ, находящимся 
въ началь координать. На точку дЪйствуеть 

Фиг. 256. сила Р, направленная къ центру О, если имфемъ 
ДВло съ притяжешемъ. Сила Р будеть направ- 

лена по продолжению радуса-вектора От отъ а 
киван. Направлешя силы Р будуть опредбляться (разсматриваемь сразу 
случаи притяжен!я и отталкивашя) уравненями: 

воз (Р, ===; (Ру; в (р, = # 2, .- (28) 

тдЪ чрезь › обозначенъ радусъ-векторь О. Здфсь знаки — соотв№т- 
ствують притяженшо, знакъ = отталкиванйю; если же будемь считать са- 
мую силу Р отрицательною въ случа притяженя и положительною въ слу- 

ча\ отталкивашя, то въ формулахъ (728) можно удержать только знакъ +. 

Дифференщальныя уравнешя движеня получимь, припоминая, что произ- 

ведешя массъ на проложешя ускоренй равны проложенямь силы по (673). 
Получимь, согласно съ (723): 

Е 4х 
Х=Р. 0: (Ра =Р.=таи 

ы В И ТЕР. 08 (РУ=Р. „= |, (124) 

@ 
ВЕР. (В, ЕР. =тча 

или: 

& ах 

РЕ ди 
р. } (125) 

я @2 

а, 
Отсюда находимъ: 



или: 

4, 42% 

ге =0 
4: а? ея Учи - 2 #=0 о (126) 

4х 4: 
8 Я а ав = 0 

Интегрируя (726), находимъ: 

м, 
ВЫ 
и И = к Ы 197 

тра" ПВ мт (727) 

ГАИ 
ай 

Умноживь 1-0е изъ уравненИ (727) на 2, второе на 2, третье на у 
и сложивъ, получимь: 

ау 8) 48 Ч) ( ах 42 
. (2 Ее Л ОЕ 

ос, + в у. 

Раскрывъ скобки и сдфлавъ приведен, получимъ: 

пес ву=о0... 

Это уравнеше плоскости, проходящей чрезъ начало координаль. Итакъ: 
траэктомя точки лежить въ нфкоторой плоскости (728), проходящей чрезъ 
центръ притяженя 0. 

Законъ площадей. 

$8 368. Мы взяли направлеше осей координать совершенно произ- 
вольно. Примемъ плоскость (728) траэктори за плоскость (=, у), тогда 
будеть: 

42 422 
# = 0; р % ав = 0. 

Уравнешя (727) обращаются въ одно уравнен!е 

24 у— уе По (497) величина есть дифференщаль сектора; по (496): 

24у — 4% — 74% 
21* 
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Вставаяя въ (129), получимъ: 

7-24 че И В (130); 

или: 

А. аи о (131) 

Формулы (729) и (731) показывають, слфдовательно, что во всякомъ цен- 

тральномъ движени площади секторовъ, описываемыхь радусомъ векто- 
ромъ, пропорщональны времени. Въ этомъ состоить Закона площадей: 

в» центральномь движении радбусь векторь описывает» въ равныя времена 

равныя площади. 

Скорость центральнаго движеня въ полярныхъ координатахъ. 

$ 369. Обыкновенно центральныя движешя изслдуются въ полярных 

координатахъ. Опредфлимъ въ полярныхъ координатахъ скорость централь- 
наго движешя. Примемъ плоскость траектори за плоскость (2, у); непод- 

вижный центръ 0 — за начало координатъь и за полюсъ, ось 2 за поляр- 

ную ось. По формул (706) получимъ: 

4х \ 4у\* _ (42)! - (ау): Р ре [ 
= | а) 5 (“) С С ив 

Формулы преобразовашя таковы: 

2 = 008$ 

= и5тф 

Изь нихъ находимъ: 

42 = — тзт фар + 008 фр. 4 | 

ду = тоовф „арта |’ 

По этимъ формуламъ находимъ: 

(42)* = (ау) = 2? (в ф -+ 608? $) ($) + (608° ф -- т? $) (ак) 

= 24% . а" [узтф с08ф — тзтф 08$]; 
или: 

(42)? (ау = пана ....... (134) 

Вставляя эту величину въ (732), находимъ: 

> тар’ - 47? Е ($ а (=). 

аё а & 
Но: 

а» а" аз 

& ФФ 
Поэтому 
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По закону площадей ›?@ф = саё; поэтому 

=. 

Вставаяя эту величину вмфето 4 въ (735), получим: 

[ев [| , [979]. 
Г = [= =) ( ы 

ти Я, 4” |1 4 
% С = [7] 2... (186) 

Выражене скорости упростится, если вмфсто и вставимъ перемфнное 

“=. Чтобы это сдфлать, замфтимъ, что изъ этого положешя слфдуеть: 

а и; 4" 4и\* 
Е О 4$ 

4и = 

Всетаваяя эти величины въ (736), получимъ: 

ия + (#) | оным аа 

По этой формулЬ опредфляется скорость въ центральномь движени 

по даннымь фи м, или цо даннымь фи», потому что, если дано », то 
узнаемь м. 

Сила, производящая центральное движене. 

$ 370. Опредфлимь силу Р притяжешя, оказываемаго центромъ. Въ 
центральномь движени по фомуламъ (725) имфемъ: 

Р. 2 .@е 
тг а 

ТЫ: 
тк @ 

помноживь 1-е изъ этихъ уравненй на 42, второе на 4у, и сложивъ 
получимь: Е 

Риах —- уау 45 у 
= = ах ав + ау У а . (138) 

Найдемъ выражеше величины 24 --. уу въ полярныхъ координатахъ. 

Для этого продифференцируемъ уравнеше 5* -- у’ =”. Получимъ: 

аа: УИ Е иена х . (739) 

Вставляя эту величину въ (738), получимъ: 

Ру _ ау. 
+44: 
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4х Фу _ Ргаг _ Ра = эта и зы, 140 
Че = ща т 8:9 м 

Но лЬвая часть этого равенства получается дифференцировашемь ве- 
личины: а (а, * Е 

21\4 @)| * 

Слфдовательно: 

добу _а [а 1, еее т“ (а) = (а) |-26 

Вставляя въ (740), получимъ: 

ИЛИ: 

Дифференцируя по м равенство (737), получимъ: 

Е 
з 

зе [= 

Внося эту величину вмЪсто ыы въ (741). получить: 

а я 4? и й 
мч че . (142) 

Воть выражеше для опредфленя центральной силы Р. 

Занонъ площадей характеризуеть центральное движение. 

$ 371. Докажемъ теорему обратную той, которая была высказана въ 

$ 368-омъ въ видф закона площадей. 

Теорема. Если движене точки подчиняется закону площадей, то 
Овиженёе вя центрально, то есть происходить подь дтйствемь притя- 
зательной и отталкивательной силы нюкотораю неподвижнало центра. 

Если движеше точки подчиняется закону площадей, то по $ 368-ому: 

Чун 
и 

4= ау 
ОЙ 

4х 42 
Е. =6 



Отсюда: 

Отсюда: 

ВИО И Е Е 

Возводя въ квадрать эти равенства, складывая ихъ и припомнивъ, 
ЧО 2? -Н у? 2 = 22, получимъ: 

(еее 
откуда: 

` Но сила равна произведению массы на ускорене. Поэтому по (710), 
получимъ: 

р „У (=) (=) + (=) Мы 

Кром того, мы знаемъ, что 

Роз (Р.х) =т ны 

и подобныя же выражешя для У и 2. Поэтому: 

= = „ва 
с08(Р,&) Е $ 608 (Р, у) и $ 008 (Р,#) = - и 

р: 
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- Вставляя сюда вмфсто вторыхь производныхь ихъ величины изъ 
(746), получимь: 

а4?\? 4?) 42) 

"У (=) (а) = (=) 
603 (Р. 2) = -— 

Рь 

и тая же выраженя для с0з (Р,у); с0з (Р, г). Вставляя въ нихъ вместо 

Р его величину изъ (747), получим: 

Еа 

008 (Р,=) ===. 

воз (Р‚у) ==. з= 

воз (Р.г) === 
г 

Эти уравнен!я показывають, что сила исходить изъ одного центра, 
находящагося на разстояши т отъ движущейся точки (2, у, 2), что и тре- 

бовалось доказать. 

Выводъ закона всемрнаго притяженя изъ движеня планетъ. 

$ 372. Одно изъ величайшихъ открыт Ньютона заключалось въ томъ,, 

что онъ нашелъ всемрное притяжене, обусловливающее движеше планетъ 
по эллиптическимь орбитамъ около солнца, и опредфлиль, что притяжеще. 
оказываемое солнцемъ, обратно пропорщюнально квадрату разстояня пла- 

‘неты оть солнца. Еще до Ньютона Кеплерь изъ наблюдешя надъ дви- 

` жешемь планеть нашелъ слфдующе законы этого движеня, 

Кеплеровы законы. 

1) Каждая планета движется по эллипсу, въ одномъ изъ фокусов 
котораго находится солнце. 

2) Площади, описываемыя радусами векторами, проведенными отъ 
солнца къ планетамь возрастають пропорщонально времени. 

3) Квадраты временъ обращешя планеть относятся между собою, какъ 

кубы большихь осей планетныхъ орбитьъ (траектори небесных тат, на- 
зываются орбитами). 

Покажемъ, какъ на основан законовь Кеплера, выведенныхь изъ 

наблюденя, можно заключить. что движенше планегь происходить подъ 

дЬйстйемъ притяженя, оказываемаго солнцемъ, и можно вывести Ньюто- 

новъ законъ притяжешя. 

Второй Кеплеровъ законъ есть законъ площадей. Слфдовательно, по 
сказанному въ предыдущемъ параграфЪ, планеты движутся подъ дЬй- 
стыемъ центральной силы. 

Согласно первому Кеплерову закону планеты движутся по эллипсамъ. 
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Уравнеше эллипса въ полярныхъ координатахъ таково: 

Е Р аа. - >29 6 

Дфлая здЪеь подетановку — и, получимъ: 

и= рае мт ВЮВИ «СТИ 

Дифференцируя это уравнеше, находимъ: 

и т ф 
4$ р (150) 

. (15 

и =- ® 008$ 
49° р 

й 
Вставляя м изъ (749), я изъ (750) въ (142), получим: 

Р _ _ 2'(1-+ #0084) 3 
р у аня) м] 

или по (748): 

и 62 (1-5 66053) ИЖ >02 ь 

р 
или: 

Р=— 

ЭдЪеь эт, с, р суть постоянныя величины. СлЪдователено сила Р 

‘обратно пропорщональна квадрату разстояшя ”?. Изъ найденныхь наблю- 

дешемь законовъ Кеплера мы вывели законъ Ньютоновскаго притяжешя. 
Познакомимся еще съ ифкоторыми общими свойствами движеня сво- 

бодной точки. 

Элементарный импульсъ силы. 

8 373. Произведеше Ра силы Р`на безконечно малый промежутокъ 
времени 4# называется элеменнарнымь импульсом» силы. Сумма веъхъ 

элементарныхь импульсовъ силы Р за промежутокъ времени # — & равна 
р 

| Ра 

& 
и называется иолныме импульсомь силы за промежутокъ &, — &: 

Теорема о количествахъ движеня. 

$ 374, Если г есть скорость, ф—уголъ, составляемый силою Р съ на- 
правлешемь движеня (съ элементомъ траекторш), то: 

Х 



>” «М двляемой уравнешемь: 
[. 

эткуда: 
тр = Р с03 ФЕ, 

+ 

тк — ть, = Розу 
Ч ЯР 

ИИ тЫ ДА 
Это уравнеше выражавть “обою" “дао: теорема: приращене 

количества двиокеня равно суммъ импульсовь силы, направленныхь по 
касательной кь траектории. 

Движен!е несвободной точки. 

Несвободная точна. 

$ 375. Если точка принуждена двигаться по какой-нибудь поверх- 
ности или по какой-нибудь лини, то она называется несвободною. На- 

ы 

Фиг. 357. 

примбръ: точка соеди- 

ненная съ другою, не- 

подвижною, точкою по- 

мощью нерастяжимаго 
| } и носгибаемаго стерж- 

ня, принуждена дви- 
гаться по поверхности 
шара, описанной около 

Фиг. 258. ° ноподвижной точки ра- 
дусомъ равнымъ длин 

стержня (фиг. 257); точка, соединенная такими стержнями съ двумя не- 

подвижными точками Аи В (фиг. 258), принуждена двигаться по окруж- 

ности, представляющей собою пересЪчене двухъ шаровыхъ поверхностей, 

м, 

Движене точки по поверхности. 

376. Изслвдуемъ сначала движеше точки по поверхности, опре- 

Фиг. 259. 

ЛЬ ее 7 

Если точка т, лежащая на внутренней сто- 
ронЪ поверхности, подвержена дЪйствйю силы ий 

(фиг. 259), то, разаагая силу ий на двЪ силы, 

изъ которыхъ одна направлена но нормали, а 
другая по касательной, замфтимъ, что слагающая 
тТ, направаенная по касательной, не будеть да- 

вить на поверхность, но только подвинеть точку 
по поверхности. Напротивъ того, слагающая т. №, 

дйствующая шо нормали, нисколько не будеть двигать точку т, но только 

прижимать ее къ поверхности. Поэтому, при вычислени давленя на по- 

верхность, мы должны брать Уз рабЧетЬ ЧОЖЬКО Норивяьныя давления. 



— 331 — 

Обращая внимане на давлен!я, производимыя точкою на поверхность, 
можно очень просто свести изучеше движеня несвободной точки на из- 
слфдоваше движешя точки свободной: стоить только разсматриваль точку, 
какъ находящуюся подъ дЪйстыемь не только заданныхь сить, но еще 
и давлешя, которое производится на нее противодфйствемъ поверхности. 

Это давлеше, какъ мы видфли, направлено по нормали. * 

Итакъ. обозначая чрезъ (— №) давлеше, производимое точкою на по- 

верхность, и слёдовательно чрезь № сопротивлеше поверхности, мы мо- 
жемъ разсматривать точку, какъ свободную, находящуюся подъ дЪйстНемъь 

заданныхь силь и силы № (которая пока остается неопредфленною), и на- 

писать уравнешя движешя по (673) въ такомъ вид: 

з 
а ХМ. 008.1) 

ау 
т = У + М. 608 (М№,у) д у (16а) 

. 
ЕЕ 2+ М. 8 (М. 

Захлючающеся въ этихъ уравнешяхъ косинусы опредфаяются по 
(395) тактъ: 

в08 (№2) = А 

у + (=) 

. (153) 

608 (№, =) = т а 

ИЕ) 
Что же касается М№, то эта величина подлежить исключению. Исклю- 

.чивь М изъ трехъ уравненй (152), получимъ два уравненшя; присоеди- 

нивЪ къ нимъ еще заданное уравнеше (751) поверхности получимъ три 

уравнешя, которыхъ вполнф достаточно для выражешя координатъ 2, у, & 

чрезъ время #. 
Примпу». Опредьлить движене тяжелой точки, движущейся по по- 

верхности вертикальнаго цилиндра 2’ -+ у? = А? подь вмящемъ силы 
тяжести и начальной скорости ®., сообщенной въ горизонтальномъ на- 

правлени. 
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Здфсь / (2, у, =) = 2? ну’ — В. Вычисляемъ: 

ре ие ха 
"Е = бу 95а; 2 

ДЪйствующая сила— тяжесть; ускореше, производимое ею направлено по 
оси & и равно 9. Проложешя этой силы таковы: Х = 0; У=0; ==. 

Поэтому уравнешя (752) въ настоящемъ случаф таковы: 

а ИМЯ З 
Г оли (754) 

Фу _ М.у я 
орон 6 . (755) 

42 та ==... - . . (156) 

Искаючаемь № изъ (754) и (1755); находим; 

2х @у _ 
у жж — Е ав = 0. 

Интеграль этого уравнешя есть: 

45 Чу 
ао, — (157) 

Въ началв движения: 

—0; 2 =; 4 ты 
Поэтому: 

— Ви =. 

Подставляя вмфсто с величину (— И.) въ (757), находимъ: 

Е ау _ 
Уж —щ =— В К, и: +58) 

Дифференцируя уравнеше 2? -+ у’ = А? цилиндра, находимтъ: 

@ Чу 
д +Уущ-о рн. зб . (159) 

Исключая с. изъ (758) и (159), получим: 

ах 2’ 
УЕ У @ = — В; 

или: а 

[2 Ир щ=— Ву 
Но 2' + у’ = В. Поэтому: 

(Е ие, 
В а = — Ву = ВУ; 



Интегрируя, получимъ: 

# = В 00; (*) И ИТ (760) 

Но изъ уравнешя 2? + у? = А* цилиндра’ имфемъ: 

= ИФ: [я 

Слфдовательно: 

= Увы (4) В? со (*) ЕВ [6 ; 

или: 

у = Вян (#) Е а ‚ (161) 

Интегрируя (756), получимъ: 

Ч аш. 

Интегрируя еще разъ, получимт: 

Уравнешя (760), (761) и (762) суть искомыя уравнешя движеня. 

Движене точки по линм. 

$ 377. Если точка движется но линш, выражаемой двумя уравнешями, 
то, называя чрезь (—№) направленное по нормали давлеше точки на 
линию, получаемъ, подобно тому какъ получили (752), тамя уравнешя: 

: 
Ех М. вв (М) + №. (№, =) 

оу М. ов (М, У) №". в", У) |... (168) 

42 О у! и У тт ЕЕК „ 608 (№, =) -- №", 08 (№", 2) 

Уравнешя линш выражаются, так: 

Ау.) =0 | 
Е(х,у, 2) =0 

—М'! есть давлене на поверхность { (2, у, 2) = 0; —№" есть даваеню 

на поверхность Ё (2, У, 2) = 0. 
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Здесь, по исключени №’ и №" изъ уравненй (7603), получимъ одно 
уравнеше, но, прибавляя къ нимъ два уравнешя (764) линш, получимь 

всего три уравнешя, которыхъ будеть достаточно для выражешя =, у, 2 

въ видв функц отъ &, 

Начало Д’Аламбера. 

8 378. Начало (принципъ), на которомъ можно основывать приведене 
случая движен!я несвободной точки къ случаю движешя точки свободной, 

было высказано въ болЪе общей форм знаменитымьъ энциклопедистомь 

прошлаго стол\имя Д’Аламберомъ. Начало Д’Алам- 
|бера пригодится намъ при выводВ общей формулы, 
\объемлющей всю механику. Д’Аламберъ разсуждалть 

т слрдующимь образомъ. 

Х Представимь себф точку т (фиг. 260), которая 

движется по какой нибудь поверхности. Положимъ, 

что на эту точку дЬйствуеть сила Р. Разложимь 
Фит. 260. ее по правилу параллелограмма на двф силы: на 

силу №, направленную по нормали, и на силу. 7, 
направленную по касательной, идущей въ плоскости Р.№и. 

Сила № не будеть двигать точку; поэтому она называется отерянною 
силою; она равна давленшю точки на поверхность. 

Оцла Т будет» двшать точку совершенно так», какь если бы точка 
была свободна. Сила Т называется движущею, 

Итакъ имфемъ три силы: 

заданная Р 

Р 

потерянная № 

движущая 7. 

Назовемь проложеня силы Р чрезь Х, У, й; проложешя силы № 

чрезь Х', У’ 7". Проложешя движущей силы 7, дЬйствующей какъ бы 
на свободную точку, будуть по (670) и (709): 

„2. РУ. 
а * а?’ а 

Сила Р (фиг. 260) есть равнодфИствующая силь №и Т. Поэтому: 

ХЕХ +ь 

4у = О рее 9 У=У-+»т ав 

'2. 

ИИ 
аР 
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Отсюда проложешя Х’, У’, 2" потерянной силы будуть: 

45 

ОИ 

Потерянная сила направлена по нормали. Слфдовательно проложен 
ея пропорщональны косинусамъ угловъ наклонешя нормали къ осямъ. 
Поэтому. по фомуламь (753) проложешя Х’, У’, И’ потерянной силы 

пропорщональны производнымъ ой .: у. Называя чрезь # коэффи- 

щенть пропорщональности, можемъ слфдовательно представить уравно- 
шя (765) въ видь: 

а 9% 
Е? трычьй г г этеткяр. м6 

4 _ 9’ 
2 те =, 

Этими уравнешями можно пользоваться какъ уравнешями (752). 

Давлене движущейся точки на поверхность, по которой она движется. 

$ 379, Потерянную силу можно разсматривать какъ давлеше точки 
на поверхность, тогда по (765) проложешя на оси координать этого дав- 

леня будуть: я 
а? 

Х—пт <; И ИН 

Само же давлеше будетъ: 

и Ик + (г-на) + (2—н 8) 0® 

ГЛАВА И. 

Механика системы. 

Движен!е системы точекъ. 

Система. 

$ 380. Совокупность матеральныхь точекъ называется системою, не- 
зависимо отъ того, имфемъ ли мы дфло съ отдфавными точками или же 

съ тьломъ, состоящимъ изъ точекъ. 
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Связи. 

$ 381. Изучая движене несвободной точки, мы можемъ смотр®ть на 
уравненшя поверхности или линш, по которой она движется, какъ на н\- 
которыя дополнительныя условя. 

При движеши системы точекъ, тая дополнительныя условя вводятся 

или потому, что та или другая точка принуждена двигаться по нЪкото- 
рой поверхности или лини, или же всафдетые какихъ-либо другихъ при- 
чинъ, стЬсняющихь движеше. Напримфръ, если сказано, что разстояще 

между двумя точками (2, У;, 2,); (5., У», &.) остается постояннымъ, то 

это обстоятельство выразится условемъ: 

Лед = а, п), у, фи — @=0. 

Эти добавочныя уравнешя называются также уравнешями связей. По- 

верхности или лини, по которымъ нЪкоторыя. изъ точекъ системы при- 

нуждены двигаться, нити или стержни, связываюця между собою нЪко- 

рыя изъ точекъ системы——все это называется связями, ограничивающими 
свободу движешя системы. Если какая-нибудь связь измфняеть свой вилъ, 
то уравнеше ея должно заключать и время #, какъ параметръ; въ таком 
случа» уравнеше связи имфеть видь: т 

УУСС 

Уравненя Лагранжа. 

$ 382. Итакъ положимъ, что дана система точекъ; величины относя- 
пцяся къ различнымь точкамъ будемъ обозначать значками 1, 2, 3, 4... 

Даны дъйствуюиия силы. Назовемъ сумму проложенй на ось 2 силъ, 
дЬйствующихь на точку (2„, У„, 2„) чрезь Х„); суммы проложен этихь 
сить на оси у и 2 назовемь У, и @, Положимъ, что намъ дано еще ® 

уравненй связей: 

Л (ть, 2 але. Ул, Уз 2 №) == ©, 
(о п У леви три) =, сз (168) 

Каждое изъ этихъ уравнешЙ содержить координаты нЪкоторыхъ изъ 
точек системы и можеть содержать время #. Лфвыя части этихъ урав- 

ненй мы будемъ сокращенно обозначать такъ /., Е... При тавихъ зада- 

мяхъ, на каждую точку будуть дЪйствовать, кромф заданныхъ силъ, еще 

и силы потерянныя. Поэтому, совершенно такъ же какъ мы составаяли 
уравнены (766) для одной точки, и только давая множителю № другой 

знакъ, мы можемъ составить для системы тамя дифференщальныя урав-- 



нешя движеня: 
4*2. ду 9Е } 
А 

и В 
|. й 

а, р дЕ 
т, РЕ Мон К о 69) 

а Ой д 
т, др А. 

4? 9, 9е , А + 

Если какая-нибудь изъ связей не содержить какихъ-либо координать, 

то соотвфтственная частная производная ра будеть нуль, уравнешя же 

(769) представляють самый обний случай, "который охватываеть собою 

и вс частные случаи. 

Эти уравнешя (769) найдены были Латранжямъ, они годятся для вся- 

каго движеншя какой бы то ни было системы, для какихъ бы то ни было 

силь и при какихъ бы то ни было связяхъ. Величины #, ^... подлежат, 

исключению. 

Возможныя перемфщеня. 

$ 383. Если точка не можеть сойти съ нфкоторой поверхности, но 

можеть двигаться только по этой поверхности, то для нея перемфщешя 
въ сторону оть поверхности невозможны, перемфщешя же по поверхности 
возможны. Слфдовательно для нея возможны не всящя приращения 8х, ду, 82 
хоординать, но только т, которыя согласуются съ услошемъ нахождения 

точки на поверхности. Какъ это выразить аналитически? Очень просто: 
если уравнеше поверхности таково: 

фуд =0, 
то дифференцируя его, получимъ: 

9, д д 
А -- бА еб, 
05 ду 9: 

Здъеь 42, 4у, 42 суть приращешя координатъ, именно соотвфтствующя 

нахожденю точки на поверхности. Слдовательно перемфщешя 82, ду, 82 
будуть возможными, если они удовлетворяють уравненйюо: 

4. 9. 9) 
Ты +-Яы о. их оз 

Вообще при существовани какой бы то ни было связи: 

п О рвов ок В 
# Делоне.—Высшая математика и механика. 22 
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возможными будуть перемфщеня 6х, ду, = удовлетворяющия уравнению: 

пы+им +Мь о. СИ 

Если существуеть » связей вида (771), то возможными будуть пере- 

мЬщешя дл,, ду,, де,, дж, ВУ,, 82,, 82,..., удовлетворяющя ® уравне- 
нямъ вида (772). Если уравнене связи содержить время # (значить если 

связь измфняется или перемфщается), то возможными называются все- 
таки ть перемфщешя, которыя возможны для неподвижной связи — кото- 

рыя удовлетворяютъ уравненю вида (772), если время принять въ немъ 

за постоянное, 
Общее уравнеше механики. 

$ 384. Помножимъ уравнешя (769) соотвфтственно на 62, 8у,, ба, 

8т,, бу,... и сложимъ. Получим: 

тэ. р] в 

р [(=— и ах + (› т м ау + (* т р "| =0.. (173) 

Въ этомьъ уравнеши ХУ, распространяется на всЪ точки. 

Это найденное Лагранжемъ замфчательное уравнеше выражаеть ка- 
кое бы то ни было движеше. Оно содержить въ себЪ всю механику, вс 
законы движеня и равновЪся. ВсЪ явленя и процессы неорганической 

природы сводятся къ различнаго рода движению; вс движещя охваты- 
ваются формулою (773); слёдовательно эта формула содержить въ себ 

вс законы явлен!й неорганической природы. Не удивительно послЪ этого, 
что полное интегрироваяе ея и изсл®доваше весьма сложно и трудно: 

вся сложность неорганической природы отразилась въ этой формул. Уже 

и сама по себ эта формула представляеть собою выражеше необычай- 

ной мощи человфческаго разума, съумБвшаго включить чуть ли не всю 
вселенную со всЪми ея астрономическими, физическими и химическими 

законами и явленями въ одну короткую, красивую и симметричную 

формулу. 
Аналитическая механика. 

$ 385. Вся механика приведена такимъ образомъь Лагранжемъ къ 

изслфдованию уравнешй (769) или уравнешя (773): все приведено къ за- 
дачв интегрировашя дифференщальныхь уравненй. Наука, изучающая 

движеню, изучая уравнешя (769) и (773), называется Аналитическою 

Механикою. Это же самое назваше «Мёсашдие Апауйчие» было дано 

Лагранжемь той удивительной книг, въ которой онъ изложить свои 

открыя, касаюццяся механики. 
Человфчество не можеть ждать того времени, когда интегрирован 

разовьется до’ степени достаточной для того, чтобы ршать ту или дру- 

тую механическую задачу аналитическимь путемъ и, кромЪ того, бываеть 
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иногда чрезвычайно поучительно дЪйствовать геометрическимь путемъ, 

дающимъ выводы, отличаюнцеся наглядностью. Воть почему существуеть 
на ряду съ механикою аналитическою еще теоретическая или ращональ- 
ная механика. Аналитическую механику можно разсматривать какъ часть 
теоретической: послфдняя не пренебрегаеть никакими методами, тогда 

какъ первая идеть только по аналитическому пути, предначертанному 
Лагранжемъ. Этоть путь можно назвать царственнымь путемъ наукъ, 
изслвдующихь природу: онъ отличается вЪфрностью, точностью, строй- 
ностью, единообраземъ и красотою. 

Идя этимъ путемъ, мы прослфдимъ такъ называемые законы механики, 
даюпе нфкоторые изъ интеграловъь уравненй Лагранжа. Здфсь мы не 
будемъ стремиться къ выяснению всего на примфрахъ, потому что анали- 

личесь путь особенно пригоденъ для выводовъ, отличающихся общностью 

и необходимо, чтобы читатель развиваль въ себф способность къ по- 
ниманю общихъ выводовъ. Замфтимъ заранфе, что мы имфемъ двло съ 

обобщещями философскаго порядка (только на вфрной математической 

почв). Такъ, напримфръ, законъ сохранешя энерги, имфющ мёровое 
значене, есть только одинъ изъ частныхъ случаевь охватываемыхъ урав- 
нешями Лагранжа, которыя приложимы не только къ силамъ наблю- 

лающимся въ природф, но даже и къ такимъ, которыхъ въ природв не 
существуеть. 

Потенщальная функщя. 

$ 386. Въ 5$ 359-мъ мы уже имбли дВло съ потенщшальною функцею 
въ случаЪ движеня одной точки. 

Докажемь слфдующее предложене: Если разсматривается движене 
знакой системы, вь которой не дъйствують никатя сиды кромь притя- 
женя къ неподвижнымь центрам» и притяженй точекь между собою, 
то ‘по какому бы закону ни дтйствовали эти притяженя, — вседа для 

такою движеня существует» такая функшя 0 координат» %,, у, &,, 
2, У, 2, Ж ... производныя которой по этим» координатам» равны про- 

лоэкенямь Х, У, #,, Х, У,,... силь. Такая функщёя 0 называется 
потенщальною или потенизаломь. 

Для доказательствя этого предложешя разсмотримъ три случая: 

1) Точка (2, у, =) притягивается неподвижнымъ центромъ (а, $, ©). 
Разстояне » точки оть центра будетъ опредфляться изъ формулы: 

г =Уа—@ + -+@—0*. 
Дифференцируя ее по 2, получимъ: 

9" д—а —а 

бр У не "о 

Но #— а есть не что иное, какъ проложеше разстояшя # на ось 2; 

такъ что, называя чрезъ 2, В, т углы, составляемые этимъ разстояшемъ 

2 
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Слфдовательно проложеня Х, У, # притяжешя (— Р) оказываемаго 

центромъ (а, В, с) на точку (2, у, 2) будуть: 

арена ИРИ 
95 

9» м 
= РР... 608} = 

9" 
= Р-ев = Ру, 

Называя чрезь 0 интеграль, Е — Ра», то есть полагая: 

Д-ве=е 

получимь согласно съ (775): 

ЗО и 
0 0 0% — 

97 90 д" д» Ао 
ву № 9 ду 

. 90. ри 
9 = 8 — 

Итакъ, въ этомъь случаЪ существуеть такая функщя 0, частныя про- 

изводныя которой по 2, у, # соотв\тственно равны: Х, У, Й:; суще- 
ствуеть потенщалъ. 

2) Точки (2, у, 5) и (2, \\, 21) 06% свободныя и взаимно притяги- 

ваются съ силою Р. 
Разстояне * между данными точками будетъ: 

= @—&..... @16) 

Проложеня Х, У, 2 силы, дЪйствующей на точку (2, у, 2) будутъ: 

д". у рб". р в" 5. Ро; г р х ы Т) 
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Проложеня Х,, У,, 2, силы, дЬйствующей на точку (2, у, 21) будуть: 

х, В И рн 
: ду: 95, 

Эти проложешя (779) равны и противуположны проложешямъ (177), 

потому что изъ (776) слдуеть: 

9х Е. т у—и. 0% 8 

т А ОЛЯ 

9» #—#. и. 9" а—& 
05%, ВАЛИ г 92 у 

такъ что; 

д дед 0 
9х 9х, ’ ду ду, ° 092 9=, 

Полагая: 

У — Ри =П 

получимъ: 

ив. 00. ЕТ 9» ВЕ 1200 
Ве оо А Я = и рт 

Итакъ, и въ случаз взаимнаго притяжешя двухъ свободныхъ точекъ 
существуеть потеншаль 0. 

3) Точки (2 У» 21); (2» У» 25); (2, У» #8)..., Обладающця соот- 
в\угственно массами т, т, т,... взаимно притягиваются. 

Обозначимь разстояе точекь т, и т, чрезъ 7; такъ что, напри- 

мЬръ разстояще между точками т, и т, будеть ”.,. Силу, съ которою 

притягиваются взаимно казя-нибудь точки 2, и зи, обозначимь чрезъ Ру 

такъ что, напримфръ сила, съ которою притягиваются взаимно точки 2%, 

и т, будеть Р,,. Тогда, складывая проложеня всфхъ силъ, дЬйствующихь 

на одну точку, получимь: 

42, 9 (Риз -- Р-н Раж-н ...) 
тар 05, ть 

9. 9 (Р.з + Рз-- Ра...) а т у. 

п Фа —_ _ ОФ Ра Ра), | * - (@79) 
Че тт =, 

@х, 9 (Рад -- Р-Н Рд- ...) 
СР 92, Г: 

Величины Р обладаютъ тфмь свойствомь, что въ каждую изъ нихъ 

вВхоДЯтЪ только координаты тхъ двухъ точекъ, которыя имфютгь значки 
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равные одному изъ значковъ, поставленныхъ при Р; напримръ Рз за- 
висить только отъ координать #2., Уз; 2: 2, У»; 2. Поэтому, при ука- 

занныхь въ правыхъ частяхь уравненй дифференцировашяхь, будуть 
равны нулю, напримфръ такя производныя какъ производныя по #2, У,, 2, 
оть Рьз, Рэд, Рзь, и вообще, при дифференцировани по 2,, у,, 2, не 

обратятся въ нуль только производныя оть Р\», Р.з, Руд... и вообще 
оть вефхъ Р, содержащихь въ значкахъ единицу. Поэтому уравненя, 
относяшйя къ точкф (2, У, 2,) останутся вфрными, если сбоку правыхь 

ихъ частей присоединить еще сумму Руз-н Ра... Вь-н... 

всъхъ остальныхь Р. Точно также, не нарушая справедливости других 

уравнен! (779), можно ихъ дополнить подобнымъ образомъ. Тогда во 

вевхъ правыхъ частяхъ уравнешй (779) получимъ частныя производныя 
отъ одной и той же функщи: 

О = (Риз -+ Р-н... Ра - Ра... + Ра-...). 

въ которую входять всЪ Р. Получимь: ` 

и 90. у 90. й 90. 90, 
Е т МЕ бд, '''° 

Итакъ, въ случаф взаимныхь притяжен! (а слфдовательно и отгал- 
киванЙ, которыя разсматриваются какъ отрицательныя притяжен!я), с0- 

провождаемыхъ притяжешями къ неподвижнымь центрамъ, ‘существуеть, 

потенщалъ. 

Предложеше, высказанное въ начал настоящаго ‘параграфа доказано. 

Потенщаль называють иногда силовою функщею. 

Въ случа, напримфръ, взаимнаго притяжен!я точек по закону Ньютона. 
то есть обратно пропорщональнаго’ квадрату разстояй и прямопропор- 

цональнаго произведению и, т; притягивающихся 'масоъ, потенщальная 
фунющя равна: 

В Проще НЕя 
та та 72 

Х, 

ве 910) 

Общее уравнене механики въ случа существованя 0. 

$ 387. Въ тЬхъ случаяхъ, когда существуеть для заданныхь силъ 
потенщаль, можно слфдующимьъ образомъ преобразовать общее уравне- 

не (773) механики. 

Перенеся вторые члены скобокъ формулы (778) въ правую часть, 
получимъ: 

42 4 а: о [82 -= Уду += 282] = У» [Е 82 +- нЕ би Ч ъ . (181) 

Если существуеть потенщаль 0’, то: 

9г. 90, 90 
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и потому (781) обращается в» этом» случаю въ: 

УСь-ть -ь= У. [Е ы и 2 | а 
Зав 

Центръ инерщи. 

$ 388. Если имфемъ систему точекъ (2., У,, 2), (2, У., 2.)..., 10 
та точка пространства, координаты которой 2, у, 2 опредфляются урав- 
ненями: 

Ут _ Хто 
Ут М 

= Зж Уж и ре (788) 

- те _ Бта 
Те Ч 

называется центром» мнери?и системы. Такъ напримфръ, если имфемъ 
дв точки: (2;, У, 2,); (2,, У», 23), то координалы центра инерщи ихъ 

будуть: 
ыы. 1.1 & = 
т т, 

ии ...... .. (184) 
т + т, 

тг, + т, 2, 

м -—*% 
= 

Если точки т, и т, об лежать на оси 2, такъ что координаты ихъ 

будуть (2, 0, 0); (х.. 0, 0). ‘то координаты центра инерщи будуть: 

т, д, + т, х, 
т, + т, 

= = 

0 

0: 

Начало движешя центра инерщи. 

$ 389, Если дана такая система, для которой вев безконечно малыя 

перемфщешя возможны, то мы докажемьъ, что центрь инерщи ея дви- 
жотся прямолинейно и равномфрно. Всяыя перемфщешя возможны для 
слфдующихь системъ: система свободныхь точекъ, свободное твердое 

тЬло, свободная гибкая нить, свободная (не заключенная въ сосудъ) жид- 

кость и проч. 

Если &2., ду,, 82,, 82,, 8у,, @2,, 8л,,... могуть быть какими угодно— 
совершенно произвольны (согласно сдфланному предположению), то всф 82 
могутъ быть равны какому-нибудь да, всф ду равны 28, всЪ &2 равны &7. 
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Тогда въ (773) можно вывести 8, 88, 8у за скобки и получить: 

ьУ(х =) +в У(у =") 

+ы У (#2) = ия ТВОИ 

Но величины да, 28, бу совершенно произвольны. Поэтому уравнеше 

(785) можеть быть вфрнымъ только тогда, когда коэффищенты, стояшце 

при этихъ величинахъ, равны нулю, то есть когда: 

не 
= а 

Ут = У» = нь (186) 

ул 
2 Ут = Ут», 

Изъ (783) слёдуетъ: 

если назовемь массу Ут всей системы чрезь М, то получимъ: 

= М= Ут 

ах 4х 

ар ар 
а? 4х 

Ме аа 
Точно тая же уравнешя получим для у и 2. Вообще будемъ имфть: 

2 Ув 
И аё 

у = У»я 2, ое 
Иа = та ) 
а а 
ААА 

Сравнивая (787) съ (786), получимъ: 

вы 

№ име а" о. : ОВ (188) 

Х2-мы 
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Уравненя эти показывають, что цент» инерции движется так», какь 
будто бы весь силы были приложены къ нему и масса всей системы в» 

нем» сосредоточена. Если на точки системы дЪйствуеть только тяжесть, 

то извфстно, что та точка, въ которой вся тяжесть какъ бы сосредото- 

чена (точка приложеня равнодфйствующихь параллельныхь силъ тяжести, 

дЪйствующихь на всЪ точки системы), называется чентромь тяжестие 

системы. Сафдовательно центрь инерщи и центръ тяжести, въ случаЪ 
системы, на которую дЪйствуеть тяжесть, есть одно и ‘то’ же. 

Поэтому уравненя (783) годятся для опредфлешя центра тяжести. 

Если на систему не дЪйствуютъ никашя силы, или только взаимныя 

притяженя точекъ, то УХ =0; ХУ=о; \2=0; тогда (188) об- 
рашаются въ: 

т 
Пи 
439 
ав =9 
42 
пи 

Эти уравнены, по интегрироваши, даютъ уравненя: 

д =а ВЕ 

У=а ны 

=а-ьь 

показываюния, что, въ случаф отсутствя силъ или въ случаЪ существо- 

ваня только взаимныхъ притяженй, центу» тяжести системы движется 

‚равномпрно и прямолинейно. 

Солнечная система, напримвръ, такъ удалена отъ всфхъ неподвиж- 

ныхь звфадъ, что подвержена только взаимнымь притяженямъ. Поэтому 

центръ тяжести солнечной системы, состоящей изъ солнца и окружаю- 

щихь его планеть (въ томъ числ и земли), движется въ пространств 
равномфрно и прямолинейно. Такое движене подмфчено и наблюдеями 

астрономовъ. 
Если же на систему дЬйствуеть сила тяжести, то уравнешя (788) 

показываютъ, что центръ тяжести системы движется такъ, какъ будто вся 

масса системы была въ немъ сосредоточена. Центръ тяжести артиллерй= 

ской гранаты, напримфръ, описываеть траекторию. мало отличающуюся 

оть параболы. Если граната разорвется въ воздухВ, то осколки ея раз- 

летятся по разнымь направаешямъ. но центръ тяжести ихъ ‘долетить до 
земли по той же самой траекторш, по которой онъ долетьлъ бы, ‘если бы 

граната не лопнула. Это явлеше, предсказываемое закономь движешя 

центра тяжести, будеть только нфсколько измфнено дЬйствемь воздуха, 
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который представляегь большее сопротивлене цфлой гранатв и значи- 
тельно меньшее сопротивлене мелкимъ оскоакамъ. 

Начало сохраненя живой силы. 

$ 390. Чрезь 22, бу, 8& мы обозначали возможныя перемфщеня, — 
‘именно’ всф т перемфщеня, которыя возможны при данныхъ связяхъ. 
Чрезъ 42, 4у, = обозначали мы, какъ и всегда, дЬйствительныя пере- 

мфщеня. Выражая; что дЪйствительныя перемфщеня выбраны изъ числа 

возможныхъ, т. 

82 = — ав = о 4; 8 = 4. 

Тавя уравнешя слфдуеть написать для вефхъ точекъ системы. Слфдова- 

тельно, въ случа» существованя для заданныхъ силъ потенщала, урав- 

ненше (782) будеть существовать, если въ немъ замфнимъ величины 8х. 

бу, 8& величинами т а; Е 4; - 4. Сдфлавъ это, получимъ: 

00 42 90 ау 00 а 
У т бе ел а 

= м 4х ах Фу ау 4*г 4г 
а аа а Рав Ш О 

По раздфлеши на 4 лфвая часть этого уравнен!я обращается въ д 

и получается: 

ап У» 4х а -. 99 ау тя 4: АЕ 

ГО аг @& Я ав @ аё & 
. (790) 

Интеграль этого уравненя видфнъ непосредственно. Онъ таковъ: 

озер Л -е - У» [(®) + (№ + (“| =о+ы. 09) 

гдВ й есть постоянное интегращи. ДЪйствительно: дифференцируя (791), 

получимъ (790). Сравнивая (791) съ (706), получимъ: 

т У ни = и-и Е (192) 

Это уравнеше (792) выражаеть собою законъ, называемый началомь 

сохраненя живой силы. `Этоть законъ справедливъ во всфхъ случаяхъ, 

когда силы имютьъ потеншаль и когда дЪйствительныя перемфщеня при- 

надлежать къ числу возможныхь,—каковы бы ни были связи, лишь бы 

звнен!я связей не заключали въ себф времени. 

Если же уравнешя связей заключають въ себф время, то связи иди 
подвижны или измфняютъ форму. Въ этомъ случаф начало сохраненя 

живой силы не всегда примфнимо, потому что если связь измняется или 
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движется, то дфйствительныя перемфщешя не принадлежать къ числу 

тфхъ, которыя называются возможными. Въ самомъ дфлф: возможными 

перемфшенями называются перемфщеня возможныя 0 неподвижной связи. 
Но если связь АВ перемфетилась въ положеше А'В' (фиг. 26Т), то по- 
ремфщеше тии’ точки т нельзя исполнить по АВ, пока АВ неподвижна; 

тогда недьзя замфнять 82... чрезъ =: а{... и на- 

чало сохранен!я живой силы непримВнимо. 

Но разсмотрьше подвижныхь связей можеть 

быть замфнено разсмотрьемъ особыхъ силь. На- 
примръ разсмотрьве движеня такой системы, въ 

которой двЪ камя-нибудь точки связаны растяжи- 

мою нитью, можеть быть ‘замфнено разсмотрьнемъ 

той же системы, въ которой только нить замЪнена взаимным притяже- 

немъ двухъ точекъ пропорщональнымь ихъ взаимному разстоянйо, Съ 

этой точки зрышя начало сохраненя живой силы обладаеть большою 
общностью. 

Назван е «содранене живой силы», начало, выраженное уравнешемь 
(792), получило ведфдетые слдующей причины: Потенщаль 0 есть функщя 
координать; слЬдовательно если вс} точки системы, по совершени нЪко- 

тораго движеня, придуть въ первоначальныя положешя (если система 
вернется къ первоначальному состояню), то 0 получить первоначальную 

величину, а слфдовательно, по уравнению (792), и живая сила Зхти 

приметь’ первоначальное значеше, по какимъ бы путямъ ни вернулись 
точки системы въ свои начальныя. положешя: при возвращени системы 
вЪ то же состояше живая сила руобр№таеть ту же величину-—сохраняется. 

Фиг. 361. 

Работа системы. 

$ 391. Представимъ себЪ точку т (фиг. 262); назовемь чрезь Р 
равнодёйствующую вофхъ силь, дЪй- 

ствующихь на эту точку. Обовначимть 
чрезь (Р, 48) уголь составляемый на- 
правлешемь силы Р съ направлешемъ 
элемента траекторш, описываемой точ- 

кою т. Работа силы Р на протяжени 
пути 43, какъ мы знаемъ изъ $ 354-го., 

будетъ: 

Р. 48. соз (Р, 48)... (193) 

Но, по (130), имфемъ: Фиг. 262. 

03 (Р, 48) = с0з (Р,<) . соз (3,2) + сов (Р, у) . с0з (43, у) 

-+ 03 (Р,2) . с08 (4,2) ........ (994) 
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Затмь извфетно, что: 

Р. с0з (Р,2) =Х; @ . 60$ (48,2) = 4% 

Р. 603 (Р.у) = У; 48 . сдз (@3, у) =4у:.... (195) 

Р. с0з (Р, =) = 7; @8 . 603 (45,2) = аг 

Слфдовательно величина (793) работа силы Р будеть равна: 

Хах -- Уау-- 24: =Р. 48. соз (Р, 4)... . (196) 

Эта величина работы производимой силою Р покуда точка проходить 
безконечно малый путь 4 называетсч элементарною работою силы Р. 

Если имфемъ дЪло съ системою, то величина; 

У, (Хаз-- Уау+ 24:)........ (107) 

называется элементарною работою дЪйствующихъ силъ. 
+ 

й У (ха + 7-2 .....- (198) 
= 

ь 

распространенной на все движене системы, совершившееся въ проме- 

жутокъ времени # — &, называется работою дъйствующиь снлъ, произ- 

веденною ими в теченти времени # — &. 

Интеграль живыхъ силъ. 

$ 399. Величина (, по самому опредфленйю ея ($ 386), есть такая 
функщя, производныя которой по координатамъ суть. проложеня силь на, 

соотвЪиствуюция оси координатъ. Сафдовательно: 

ай аа аб а 
4 У Жму Ш а: |] 

Подставляя въ (790), получимъ: 

4 а 4х а? Фу ау @?24в 
УЗ 2 Хе а ат в" ав = 

Умножая на и интегрируя, мии 

* ху" —з Уж = 2% [ше ту +24] . .. (199) 

приращене жнвой силы равно работлъь дъйствующихь силь. Это и есть 

теорема, называемая интегралом» живыхь силь, и доказанная для дви- 
жешя падающей тяжелой точки въ $ 356-омъ. 
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Эта теорема весьма важна по удобству примфнешя въ приложешяхъ. 

Она составляеть краеугольный камень отдфла практической механики“ 

называемаго эмеорею машин». 

Разница понят «работа» и «мощность». 

$ 393. Кстати сдфлаемъ слфдующее замфчаше. Не надо смЬшивать 

двухъ понят: работа, измфряемая килограмметрами или пудофутами 

и мощность (или эффектъ), измфряемая паровыми лошадьми. 

Если какой-нибудь двигатель поднимаеть въ 1 секунду 75 килограммъ 

на высоту одного метра, то. говорять, что онъ совершаеть работу 75 ки- 
лограмметровъ съ мощностью въ одну паровую лошадь. 

Если другой двигатель поднимаеть 75 килограммъ на высоту одного 

метра въ е секунды, то говорять, что онъ совершаеть работу 75 кило- 

грамметровъ съ мощностью двухъ паровыхъ лошадей. 
Второй двигатель дЪйствуеть энергичиЪе перваго, потому что ту же 

самую работу дфлаеть вдвое скорфе, но работа въ обоихъ случаяхъ 

одинакова. 
Законъ сохраненя энергм. 

$ 394. Потенщаль, взятый съ обратнымъ знакомъь (—1/), называють 
З р > 1 

потенщальною энериею. Живую силу 5 Ф ть? называють кинетическою 

энериею. Уравнене (792) можно написать въ такомъ видЪ: 

1 я Ут-+ст=а.. ол (800 

и высказать въ такой форм: 

Полная энерия, системы, равная суммъ ея потенцальной и кинети- 

ческой энерии, есть `величина постоянная. 
Въ этомъ состоить механическое выражен!е закона сохранен энер- 

Чи, составляющаго перифразу закона сохранешя живыхъ сил. 
Малематическое выражеше этого закона было, до Данила Бернулли, 

выведено только для случая притяженя точекъ системы къ неподвижнымъ 
центрамь, Этоть знаменитый математикъ подмфтиль несравненно больший 

кругь его примфнешя и его важное значеше. Но переводъ его на физи- 
чесый языкъ быль сдфланъь Робертомъь Майеромъ и Гельмгольтцемь. Вт 

переводь на физичеськ языкъ этоть законъ обозначаеть, что энермя не 

увеличивается и не уменьшается при переход» ея изъ одного вида въ 
другой: изъ тепла въ работу и обратно, изъ электричества въ тепло или 
въ свфть или въ работу и обратно, изъ химическаго притяженя въ работу 

и проч. Въ этомъ видЁ законъ сохранешя энерги является краеуголь- 
нымъ камнемъ современной физики, хими и другихъ естественныхъ наукъ. 

Тожество физическаго смысла закона сохранешя энерми съ механи- 
ческимь (съ формулою 800) заключается въ томъ, что электричество, 
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магнетизмъ, теплота, химическое сродство, свфть и проч. сводятся къ 
различнаго рода движенямт, притяжешямъ и отталкиванямъ. 

Законъ сохраненшя площадей. 

$ 395. Положим, что связи, существующя въ системф таковы, при 
которыхъ всЪ ея точки могуть ходить по окружностямъ, пернендикуляр- 
нымъ къ оси # и имфющимь центры на этой оси, причемъ относительное 

положеше точекъ не мЬняется. Другими словами: 

р допустимъ, ‘что система способна совершать всяя 
вращеня около оси 2. Это еще не значить. что 
система въ самомъ дЬлЬ совершаеть такое вра- 
щене, но только мы хотимъ сказать, что связи 
системы допускають всякое вращеше около оси 2. 
Кь такимъ системамь относятся между прочимъ: 

С = Система свободныхъ точекъ, свободное твердое тВло, 
у свободная гибкая нить, свободная жидкость и проч. 

Фит. 283 Пусть ф есть уголь, на который повертываются 
вс}. ращусы точекъ. Называя чрезъ х ращусъ какой 

нибудь изъ точекъ системы имфемъ по условйю задачи: 

# =" 008$ 

у=узтф 
Отсюда: 

87 = —г.зт$. @$; у =г. 008. @; 8 =0 
или: 

81 = —у. 4$; бу=а. 4$; &=0 

Вставляя эти возможныя перемфщешя въ общее уравнене механики 
(173), получим: 

Ух "че ив) + (У на) +0] = у 

или: 

У" (+ уж) = Уег-и® си 4 

Вычислимь для даннаго случая элементарную работу. По (797) 

получимъ: 

У Ош - Уду- 24) = 4% У («У — ух)... .(802) 

Величина (2У — УХ), на которую нужно помножить 4$, чтобы полу- 

чить элементарную работу, называется моментом» силь относительно оси г. 
Изь (801), какъ и въ $ 367-омъ, получимъ: 

#(Х"(* = у Ув их... 69 
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или: 

Ч т т”? @ я = Ув? эх ОО 

Если моменть силь относительно оси 2 равенъ нулю, какъ это бы- 
ваеть при силахь взаимныхь, при силахъ направленныхь къ началу 
координать, въ отсутсти всякихъ силъ, то (804) интегрируется и по- 
лучается; 

а 1: Е о 

Это уравнеше выражаеть собою захонь площадей, при вращаемости . 
системы около оси 2. 

Если система способна вращаться около каждой изъ осей координатъ, 
то таким же путемъ получили бы: 

У=( = а ч#)= Уо2— &У) 
= 

У" = а ч#)= Уех—=7) .. . (806) 

У» (+ 4 ый =) = Ут эх 

Если моменты силъ относительно осей равны нулю, то эти уравнешя 
(806) интегрируются и даютъ по интегращи: 

а 7:1 
т[у—- = 

о (и =) ы 

У»(: а) = ет АОПОО 

ау _ ах) _ 

У»( & у) =“ 

НеизмЪняемая плоскость. 

$ 396. Дифференщальныя уравненя движешя, которыя даетъ формула 

(773), заключаютъ въ себф вторыя производныя и потому подлежать 

двукратному интегрированшю. Уравненя ташя какъ (807), содержашя 

только первыя производныя, называются первыми интегралами, Солнечная 

система (солнце съ планетами) удовлетворяеть тфмъ услошямъ, при ко- 

торыхъ существуеть законъ площадей (уравнешя 807). Эти уравнешя 

приводять къ весьма важному заключению, которое мы ‘сейчас изложимъ. 

Обозначимь чрезъ С4# сумму произведен массъ на проложенйя (на, 
нЪкоторую плоскость Р) площадей, описываемыхь радусами-векторами 

‘ м, < ЗРЕНИЮ, 



точекъ системы въ течени времени 4, Опредфлимъ такое положеше 

плоскости Р, при которомъ величина (4 была бы наибольшая. 

Согласно съ (807) имфемъ: 

Са = (с, . сов (Р, уг) - с, . с0з (Р. вт) + ©: . с08 (Р, ху)] @. . (808) 

Назовемъ чрезь Р’ вспомогательную плоскость, направлеше которой 

опредфлялось бы уравненями: 
с. 

вое РИ) 
ви У ей -+е? 

ОВ" а 
Ус -ной -- 2? 

05 (Р', жу) = 
Ус! — 

Основываясь на (138), мы можемъ теперь представить (808) въ видЪ: 

Са = Иво? с? сов (Р’.Р). 

Изь этого выражешя видно, что 04 будеть наибольшее, когда 
08 (Р’,Р) будеть равенъ единиц, т. е. когда (Ри Р’) совиадаютъ, 

другими словами, когда: 

ОИ ‹ 

Величины с;, с, сз— постоянная. Слфдовательно направление той 

плоскости, для которой СЁ есть наибольшая величина, не измияется. 

Эта замфчательная плоскость называется неизмюняемою. Итакъ, воть ка- 
кое замЪчательное сл№дстые выходить изъ уравненй (807). существует 

нфкоторая неподвижная плоскость въ солнечной систем. Для астронома, 

несущагося на земномъ шарЪ, совершающемь вращене около оси, обра- 
щене около солнца, движене прецесси и движеше нутащи, и встрЁ- 

чающаго во всемъ движеше, чрезвычайно важно было узнать. что въ сол- 
нечной систем существуеть хотя и идеальная. но всетаки неподвижная 

плоскость. 

Начало возможныхъ перемфщенй. 
р 

$ 397. Вернемся къ общему уравнен!ю (773) механики и посмотримъ, 
нельзя ли его выразить словами. 
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Замртимъ, что величины: 
425 

& — "пр 

ау 
У—т в 

42 

ЕЕ 
суть проложены жютерянныхь силь. Сравнивая, посл этого замфчаня, 
(7173) съ (797) видимъ, что уравнене (773) можно выразить такими сло- 

вами: 60 всякомь движени элементарная работа потерянныхь силь на 

пути возможныхь перемьщенй равна нулю, или, потерянныя силы нахо- 
дятся во взаимном» равновьсви. 

Творець аналитической механики, Лагранжь, шелъ такимъ путем 
он воспользовался еще до него установленнымь началом» возможныхь 
перемтщенй, которое заключается въ слфдующемь: 

Совокупность силь находится в» равновтеби, если элементарная ра- 
бота на пространствь возможныхь перемпищенй равно нулю, то есть 
если: 

У (Хз -- Убу- 1) =0....... (810) 

Это начало Лагранжь распространиль на потерянныя силы, которыя, 
о началу Д’Аламбера, находятся въ равновфеи, и получиль свою зна- 

менитую формулу (773). 

Начало возможныхъ перемфщенй, само по себ\, весьма уясняеть дЪло 
во многих случаяхъ. к 

Приложимь его, для ближайшаго съ нимъ ознакомленя, къ рычагу, 
Пусть намь данъ рычагь (фиг. 264), подпертый въ точкь О. Въ точкахь 
А и В приложены къ’нему силы Ри ©. 
"Спрашивается, какое соотношен!е должно 
быть между плечами ОА =р и ОВ=(. 

дая того чтобы рычагь находился въ 
равновси? в 

Есаи рычагь отклонится на весьма Фок. 984. 
малый уголь (р, то точка А перемфстится 

въ одну сторону (положимъ кверху) на величину дуги $ (дуга = ра- 

дусу помноженному на уголъ). Точка В перемфстится при этомъ въ нро- 
‘тивуположную сторону (книзу) на дугу 94$. Если перемфщеше кверху 

считаемъ положительным, то перемфщене книзу придется считать отри- 
цательнымь. Поэтому возможныя перемфщешя будуть 

рр для точки А 

— 94$ для точки В ; 

Делоне, —_Высшая математика п механика. 23 



"854 — 

Работы на пути этихъ перемфщенй будуть: 

Ррафр = работа силы Р 

— 944? = работа силы ©. 

По началу возможных перемфщенй сумма этихъ работь, въ случа 

равновЪя, должна равняться нулю. Слфдовательно ири равновфейи: 

Рраз — 944$ = 0; 

Е О ВИНЕ 
Это извфетный закон рычага: моменты сил», вь случа равновьея, равны 
между собою. ь 

Уравнен!е (811) можеть быть написано такъ: 

ра 
9 р 

силы обратно пропоршональны плечамь рычаа, 
Такимь образомъ мы вывели законъ рычага изъ начала возможных 

перемфщенй. Мы могли бы его выразить такъ: при перем щени рычага на 

уголь @ф одинъ конець его описываеть большую, другой — меньшую 
дугу = перемщене одного конца большое, перемфщене другого—малое 

(фиг. 265). Для равновфая, приложенныя къ этимъ концамь силы должны 

быть обратно пропорщональны перемфщенямь. Чфмъ меньше возможное пе- 

рембщене точки системы, ть большую силу надо приложить къ этой точ 
для равновзоя. 

в Начало возмож- 
р”. ныхь перемщенй 

ФГ о ь 5 С в т иметь широкое при- 

ы Ал мЪнеше, будучи столь, 

Фит, 365. Фиг. 968. же общим, `Бакъ 
уравнене (773). Въ 

практической механик оно избавляегь оть многихъ вычисленй. Прак- 

тики выражають его иногда въ такой форм, иромерывая в5 силю—мы 
столько же вышрываемь в пространствъ. Это выражено не отличается 
точностью. Выразимтъ точнфе на опредфленномъ примьрь, что хотять ска- 

зать этими словами. Положим (фиг. 266) мы имфемъ сколь угодно слож- 
ный механизмъ, обозначенный на чертежь пунктиромъ и состоящий изъ 

какихъ угодно шкивовъ, зубчатокъ и рычаговъ, только такой, что каждому 
положению точки 4 механизма соотвфтствуеть свое виолнф опредфленное 
положеше точки В. Положимъ еще, что, при прохождени точкою А 

весьма малаго пути Аа, точка В проходить малый путь В6. На осно- 
ваши начала возможныхъ перемфщенй силы Ри ©, приложенныя въ 

точкахь А и В по направаешямь этихъ путей, уравновфшиваются въ 
томъ случаЪ, если онф обратно пропорщональны длинамъ этихъ путей. 

или: 
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Это начало убфждаеть насъ въ томь, что никаким механизмомь 
нельзя создать энерчи из» ничею: можно только разнообразить отношенля 

между проходимыми путями и силами. 

Лагранжевы множители. 

$ 398. Мы подошли къ уравнению (769), исходя изъ уравнен!й (766), 

Лагранжь установилъ уравнеше (773), пользуясь началомъ возможныхь пе- 
ремиценй и уже это уравнене (773) развиль въ систему уравненй (769). 

Покажемь, что уравненя (769) можно вывести изъ уравненя (773). 

По заданнымъ услошямъ какой-нибудь задачи имфемъ: 

У ты (у жи (1 иаДы|=0ат9) 

и нёсколько, положимь я, уравненйЁ связей: 

Л (а, уг, Я 
Режи 00 | а бе С 

Положим, что система заключаеть р точекъ. 

п уравненй (812) связей дають тая ж уравненй: 

хе 4 
т. .. (813) 

Если число точекъ равно р, то число перемьщенй (по”осямь коор- 
динать) 22, бу, да, дж,, бу, 82, т... будеть Зр. Изь я уравненй 
(813) можно было бы опредфаить я такихъ величинъ 8, и исключить 
ихъ изъ уравнешя (773), въ которомъ осталось бы Зр—я совершенно 
произвольныхъ &. Уравненю (773) могло бы существовать только при 
томъ услови, если каждый изъ Зр— я коэффищентовъ, стоящихь при 
такихъ произвольныхь 5, быль бы равенъ нулю. СлЬдовательно надо при: 
равнять нулямь эти 3р—® коэффищентовь. Эти Зр—п уравненй да 
еще и уравненшй (812) и составили бы 3% уравненй для опредфленя 3% 
координать черезь время #. 

Однако такой способъ исключеня возможныхь перемфщен!й д весьма 

сложенъ и предетавляеть множество затруднен. Лагранжь преодолвль 
всВ эти затруднешя, приложивъ сюда извфетный с1060бь исключенёя по- 

мощью неопредъленныхь множителей. 
Онтъ множить уравненя (813) на неопредфленные множители №, А... 

и складываеть затвмь ихъ съ уравненемъ (773). 

23% 
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Такимъ образомъ получается: 

@х у 9Е 
Уре А: += |= 

ау 9х Е. 
[Иа +. | 

[и та +. =) = 0:2: (914) 

з произвольных множителей Х, ^... опредфляются такъ, чтобы # изъ 
величинъ & имфли бы коэффищентами нули (другими словами и вели- 

чинъ: ®, ^... можно опредфлить изъ ® уравненй, получаемыхь оть при- 

равненя нулю » коэффишентовъ, стоящихъ при какихъ-нибудь  изь 

величинъ 5). Тогда приравнене нулю коэффищентовь остальныхь Зр—и 

величинъ 8 дасть Зр—п дифференщальныхь уравненй. 

Можно то же самое дЬйстые выразить еще проще: все приводится къ 

тому, что получаются 8р уравненй отъ приравнешя нулю всзхъ коэффи- 

щентовь стоящихь при Зр величинахъ 8. 

Уравнене (814) дасть мъ образомъ Зр такихъ уравненй: 

Фа, А 9Е 
тв = бт А 9=, —. 

У бя И) 
у тт о 

Воть мы и пришли къ уравненямъ (769). 

Зр уравненй (769) и м уравнений (312) виолн\ 

достаточны для рЪшеня задачи. Вся трудность 
заключается въ интегрировани этихъ уравнешй. 

Примпрь. Составить дифференщальныя урав- 

неншя движешя двухъ тяжелыхь точекъ, нахоля- 
щихся подъ дЪйстшемь тяжести и связанныхь 

между собою ненфеомымь стержнемъ Л.И" (фиг. 

267) длины 1. 

к, 1 Здьсь уравнене связи Л/2/” таково: 

= уе —В=0; 

оно выражаетъ, что квадрать разстояня 2/М’ равенъ постоянно /. 

Имфемъ: 
еее ИИ ==? @ =); Фит 2(#—#) 

ыжт 91 , 5 =2( "); —=—2(у— ду уу): бу. у—у) 

ей р (е% — 9== 2 (@#—#); 92 —2 (2—2!) 
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ДЬйствуеть только сила тяжести. направленная по отрицательной сто- 

ронф оси 2. Поэтому: 

ре 5 У=О 7=— 109 Х=0У=07=— 9% 

Слфдовательно въ данномъ случаф дифференщальныя уравнешя (769) 

примуть видъ: 

2% (#— 2); 2% (#--#') 

2 (уф); 2% (и— 3) (815) 

ти =— 9+ 2% (&—#'); т'— 28 (2—2) 

Требуемыя дифференщальныя уравнешя движеня найдены; для полу- 

чешя уравненй движет въ конечной (не дифференщшальной форм) 

нужно было бы найденныя уравненя (515) два раза проинтегрировать, 

при чемь вошли бы постоянныя интегращи, которыя надо было бы опре- 
дваить изъ начальныхь данныхъ. 

Математический маятникъ. 

$ 399. Таве, обладаюние бодфе или менфе болышою общностью за- 

коны, какъ начало сохранешя движеня центра тяжести, начало сохра- 
ненши живой силы, начало площадей, даютъ возможность болфе быстраго 
способа рЬшешя механических задачь. Приложимь теорему интеграла 
живой силы къ чрезвычайно важному. самому по себф движению матема- 

тическаго маятника. 
Математическимь маятникомь называется тяжелая точка: подвшенная 

при помощи невъсомой и совершенно гибкой нити къ неподвижной точь 0 

(фиг. 268). Въ положени равновфея нить от направлена вертикально 

внизъ. Отклоняютъ точку т въ положеше иж, и 
предоставляют ей затфмъь двигаться подъ вмянщемь 

силы тяжести. Все это можно продфлать съ гирею, 
подвЪшенною на тонкой нити. Такой снарядъ назы- 

вается физическимь маятникомъ. При изсафдовани 

лвижешя физическаго маятника пришлось бы при- й 
нять во внимаше упругость нити, сопротивлен!е воз- 
духа и движене цфлой системы точекъ, составаяю- 

щихь гирю. Обыкновенно сначала упрошають задачу идеализируя се, 
а потомъ уже переходять къ задачь болфе сложной, представаяемой дьй- 

ствительностью. Математическй маятник есть идеализащя физическаго 
для упрощен задачи. 

Возьмемь начало координатъ въ неподвижной точкф О пойвтеа. Возь- 



мемь ось 2 по направлению внизъ и ось 2 въ плоскости отм, въ кото- 
рой первоначально отводится точка т. 

Прилагая теорему интеграла живыхъ силъ (5 392) къ моментамъ, въ 
которыхъ точка т имфеть каординаты 2 и 2, находимъ: 

ыы и — ое 8) 

Но вь начал движешя скорость была равна нулю, такъ какъ мы 
пустили точку двигаться изъ положешя 2. не толкая ея. Слфдовательно 
г, = 0. Поэтому (816) принимаеть видъ: 

то? 
== (2—4); 

или: 
№: — 29, (@ ЖЕ коре ВО) 

Назовемь $ уголь. составляемый маятникомь съ осью & въ какой- 

нибудь моменть движешя. Начальную величину этого угла назовемь в. 
Точку т, (начальное положене точки т) примемъ за начало дугъ (отъ 

нея будемъ отсчитывать дуги, проходимыя точкою 2%). Дуга равна, какъ 
извЪетно, произведенцо радуса на уголъ. Слфдовательно: 

48 4? 
в=1 (@— $), ЩЕ 

Вставляя эту величину ® въ (817), получим: 

2 

р (“) 94 (е— 2) = 91 (005$ — сва). ... (818) 

Во время перваго колебашя маятника ф уменышается, поэтому - отри- 

‹цательно. Слфдовательно изъ (818) получимъ: 

% = -У: У? (с08—в05а) . 

Отсюда: 

--у! а Я 
Я У? (05$ — сова 05а) 

Это уравнене интегрируется только при помощи эллинтическихь функщй. 

Мы его проинтегрируемь приблизительно, при помощи разложеня въ 
рядъ, сафдующимь образомъ. Разложимь созф и с0за по формулЪ (292). 

Получимь: 

. (820) 

ЩИ 
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Подставляя эти величины, получимъ: 

1 а р 
2 з э си 

У? (605$ — с0за) ны (. и та 

а*\-} И ОС 
( ы ри =) (-+- ЕН 

я №03] Е #-==®)- ве )\ и 3. 

Разложивъ величину (: Еее} ? по биному Ньютона и. разема- 

тривая только малыя колебая маятника, мы можемъ въ этомъ разложе- 

ни отбросить, по ихъ малости. члены четвертаго и выешихъ порядконь 
и получить: й А 

Е АИ (: Н "=. 
У? (605$ 60а) 4 

Подставляя эту величину въ (819), получимь: 

или: 

г а? Г Им — 
4 = у’ (==) з+И: р 4$. 

Интегрируя ио формуламъ е и [. м 2710-го, получимъ: 

Е-Е с0оп5! = (12 -5] @ис 605 (7) 
=) & 

2 а а? $). ВИ, ре $ а + атвеы ($ | 

При # = 0 уголь $ = в. Сафдовательно с0язё = 0. Поэтому: 

аус 08 (). ‚ (822) 
а 

Для опредЪаешя продолжительности колебаня. въ течене котораго 

уголь ф измфняется оть @ до (— а), надо въ (892) положить ф = (-— а). 
Называя продолжительность колебаня чрезь 7, получимъ изъ (822); 

т==И, т т ИЖ 

Пренебрегая даже и второю степенью отъ а, получимъ извъетную ИЗЪ 

физики формулу: т 

Т==|]/-:--:.:-.--- - 624) у, 
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Чмь меньше размахи (амплитуда колебаня) маятника, тЬыъ точнфе 

зыражаютъ движене формулы (823) и (824). Чфмъ тоньше и легче нить. 

физическаго маятника и чЪмъ тяжеле и меныше по объему грузъ его, 

тЬмъ боле его можно разематривать т» маятникъ математическй и 
прилагать къ нему формулы (828) и (824). 

Такой простой инструменть какъ маятникъь-—оказалея неоцфнимымь 

орудемь въ рукахъ ученыхъ: помощью его опредфяены были законы тя- 
жести; Гюйгенсь устроить помощью его часы (до Гюйгенса время изм%- 

ряли песочными часами и водяными «клепсидрами»); помошью маятника 
была точно опредфлена фигура земли. Кавендипгь, сравнивая вляше тя- 

жести на колебаше маятника съ вмяшемъ на него притяженя, оказы- 

ваемаго массивными свинцовыми парами, опредфлилъ плотность земли, 
по которой не трудно было, зная объемъ земного шара, опредфлить его 
вЪсъ. Такимъ образомъ небольшой маятниковый снарядъ Кавендиша можно 

назвать вфсами, на которыхъ взвЪшень былъ земной шаръ. 
Движене физическаго малтника (имфющаго массивный стержень) и 

вообще движене твердаго тВла, требуетъ, для своего изслдоваюя, как 

мы сейчась увидимъ, знакомства съ иЪкоторою величиною, называемою 
„моментомь инерши, съ которымь мы познакомимся въ $ 401. 

Вращене твердаго тфла около неподвижной оси. 

$ 200. Твердымъ тломъ, или мензльнлемою системою, въ механик® 

называется такая система точекъ, въ которой взаимныя разетояня между 

точками не мЪняются, 

Твердое тЪло можеть равномЪрно вращаться около нЪкоторой оси. Это 

значить, что каждая точка твердаго ла можеть совершать равномфрное 

движеше по окружности. лежащей въ плоскости перпендикулярной къ 

оси вращеня 2№ММ№ (фиг. 269). Назовемъ чрезь « уголь, на который по- 
вертывается радусъ ка- 

кой-нибудь точки (перпен- 
дикуляръ опущенный изъ 

нея ма ось ММ) около 
оси ММ въ 1 времени. 
Этотъ угол называется 

урловою скоростью или 

скоростью вращены. Оче- 
видно, что радусы верх 

точекь тфла повертыва- 

ются на одинъ и тотъ же уголь, такъ что ® есть угловая скорость веъхъ 

точекъ тьла — угловая скорость всего тёла. 
Примехь ось вращеня за ось 2 и проведемъ ось 2 чрезъ начальное 

положене одной изъ точекь вращающагося тфла, плоскость окружности, 

описываемой этою точкою, примемъ за плоскость (х, у). Въ единицу вре- 

ы у 
Фиг. 269. Фиг. 210. 
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мени ращусъ точно отклоняется отъ оси 2 на уголь ®; въ течеши вре- 

мени # онъ отклонится на уголь ©. Изъ чертежа видно, что: 

ШГ. 605 (61) 

у =, 1 (61) 

*—=0 
’ Слфдовательно: 

и г. т (90. ® ПО - 

ИР. 0 (в). ® 

(Е 
— = 0. 
ий о 

По (706): 
ау - [42 
(“) +(% 

и = ИР, 37 (об. о Р. 08? (64). 6? = юн Изй? (6) -- 608? (&0). 

‚-У)- 
Сафдовалельно въ нашемь случа: 

Но сумма квадратовъ синуса и косинуса = 1. Слфдовалельно: 

о=е еее # (825) 

Итакъ, въ равномврномъ вращении линейная скорость 5 каждой точки 
трла равна произведению угловой скорости на радусъ точки: чЪмь далЪе 
отстоить точка отъ оси вращеня, тфмъ болБе ея линейная скоро’ 

Моментъ инерщи. 

$ 401. Опредблимь живую силу 7 твердаго тфла, равиомфрно вра- 
шаютнагося около неподвижной точки. По самому опредфленю живой силы 

имемтъ: 

Вставляя сюда, вмЪсто #. его величину изъ (825), получимъ: 

ут т Ут» 
—? 

1 з 
Здфсь ФИ 5 суть величины постоянныя, которыя при сложени можно 

вывести за скобки, и слвдовательно можно вывести за знакъ > . Получимъ 

; 
т Ут. ..:..... 9 

Злдфсь для каждой точки тёла имфется свое 2 и свое и. Оказывается, 
что живая сила 7 твердаго тбла, равномфрно вращающагося около нЪко- 



ЕО: 

‘торой неподвижной оси, пропорцюнальна квадрату ? угловой скорости ®, 

и пропорщюнальна величинь Ути. Эта величина называется моментом» 

инерии тЪла, относительно оси ММ. Мы будемъ обозначать моменть 
инерщи буквою 7. Итакъ: 

5? 
5. и. И ВНЕ: 

при равномрномъ вращени тфала. 

Изъ интеграла живыхъ силъ извЪетно, что работа можеть быть пре- 
вращена въ живую силу, и обратно: живая сила можеть превратиться въ 
работу. Слфдовательно, если, какъ мы видЪли, живая сила вращающагося 

тала пропорщональна моменту инерщи, то тфлу тёмъ труднЪфе сообщить ̂  

вращене съ опредфленною скоростью ®, чфмъ больше его 

моменть инерщи относительно оси вращеня, и наобороть: м 

тБуъ труднЪе остановить вращающееся съ опредфленною ско- 
ростью тфло, чмъ больше его моменть инерщи. 

Но моменть инерши зависить оть того, около какой оси 
будемъ вращать тЪл0: моменть инерщи бревна относительно 
померечной оси ММ (фиг. 271) больше момента инерщи 

того же бревна относительно про- 
м дольной оси ММ’ (фиг. 272), по- 

тому что отъ продольной оси вс 

точки бревна не далеко отстоять: 
вс х не велики; тогда какъ оть 

м поперечной оси крайшя точки брев- 

Фиг. 371. на и ближайция къ нимъ отстоять 

далеко, такъ что моментъ инерщи 
Ут? относительно продольной оси менфе, чфмъ относительно поперечной. 

Значене момента инерщи можно испытать, такъ сказать, на себ 

при помощи слфдующаго опыта. Надо взять длинную и довольно тяжелую 
жердь поперекъ и вращаться держа ее въ горизонтальномьъ положении, 
а потомъ перевернуть ее въ вертикальное положене и опять вращаться, 
держа ее въ этомъ положении. Въ первомъ случа моменть инерщи жерди 
около поперечной оси—болышой, а потому ее трудно повернуть и, начав 
вращаться съ нею, трудно остановиться. Во второмъ случаЪ моменть 
инерщи жерди около продольной оси—маль, и потому привести свое тло 
во вращене съ вертикальною жердою легче и остановиться легче. Иногда 

простонародье употребляеть для выражешя этого понят слово «махъ». 
Ву, механик} дается точное опредфлене: момент» инерши ттла 

относительно данной осн равен» суммт произведен массь, составляю- 
иисхь е10 точекь на ижь разстояня оть оси вращеная. 

Какъ же вычислить моменть инерщи тЪла относительно данной оси, 
когда въ тлф безконечное множество точекъ? — Помощью интегральнаго 

й 

/ 
м 

Фиг. 279. 
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исчисленя, дающаго суммы безконечно большаго числа безконечно малых 

элементовъ. Мы это покажемъ на примфру.. 

Моментъ инершы параллелепипеда. 

$ 402. Опредфлимъ моментъь инерщи параллелепипеда, имфющаго из- 

мфреня а, 5, с, относительно оси , проходящей чрезъ его центръ и па- 

‘раллельной его четыремъ ребрамъ (фиг. 273). 

Назовемъ плотность параллелепипеда чрезъ р. Масса равна объему, 

помноженному на плотность; поэтому масса т безконечно малаго парал- 
лелепипеда ограниченнаго плоскостями параллельными плоскостямъ коор- 

динать и имфющаго объемъ 424у4=. будеть р 42 у 42. Разстояме его 

оть оси = будеть: 
г=Узя 

Слудовательно моменть инерщи будеть: 

х = Ут = ||| ]ь ет + паза: 

ЗдБеь суммироваше производится слЪдующимъ образомъ: суммируемь 

объемы 42 4у42 оть нижней плоскости до верхней значить интеграцию 

по 2 производим, въ предблахь оть — 5 
до-5. Полученный стоабикъ (фиг. 274) сум- 

мируемт отъ задней грани до передней, интег- 

Фиг. 273. Фиг. 274. 

ь 
52 рируя по у въ предфлахъ отъ {= ,) до 5. Полученную пластинку 

(фиг. 275) суммируемъь оть лЬвой грани до правой. интегрируя по 2 въ 

предфлахъ оть — $ до-- =. Получим: 

+1 + + 

2 | Деу 

те 
ИЯ 

4$ +} +: +7 +8 + 

-,/ атак РН у ах ауа2. . . (829) 

а “5 * а" И 
Ел я и ая 



ее 

Вычисляем: 

+8 + + +1 +} 

ГГ лавке ваты 

р-р 2-1 
+ 

р 2? 436 
+) та 

а 
г 

Вычисляемь: 

+9 +1 +7 +8 + 

| ] 1? ахауа: = с у чая 

в ь е 3 ъ 
вы м р: 353 | 

+} 
в ы ас 

а Я 

Вставляя найденныя величины интеграловъ въ (829). получимъ: 

ас 263 с р (абс) ": 2 2 

ера тат И 
Итакъ: 

9555 —- о о ИЛЬ . (880) 

Моменть инерши того-же параллелепинеда относительно оси 2 будеть 
(какъ не трудно видфть изъ (830) замфняя вт, ней а чрезъ с, е чрезъ а): 

рабс 2 = (+ 5?) 

Моменть инерщи относительно оси у будеть: 

рые (а) аа ОБЕ (831) 
12 

Положимъ, что имфемъ брусъ квадратнаго сфченя, длина котораго въ 

10 разъ болфе толщины, такъ что @ = 6; с = 104. По формул (830) 
получимь: 

Моменть инерщи относительно продольной оси С’ равенъ 

рае 5 ра. 10, , __ 5 ра 20 ра* 
СЫ А = С 

По формуль (831): 

Моменть инерци относительно поперечной оси В равенъ 

101 ра 
= 

рафе ра? 10 
71а; @ +) = ео (100 а? а) = 

ГОУ 7 
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Оказывается. что, при такихъ размфрахь моменть инерщи относи- 
101 ра 5 

тельно поперечной оси |5 Почти въ 5 разъ боле момента инерщи 
о относительно продольной оси параллелепипеда. 

Сравнеше моментовъ инерщи относительно параллельныхъ осей. 

$ 403. Примемъ центръ инерщи трла за начало координать. Опред- 

лимъ моментъ инерщи „7 относительно 

оси 2. Разстояше какой либо точки си- ы 

стемы отъ оси 5 будеть: 

у 

Слдовательно: 

РКУ, -. А йе о 7 = Ут" = Ут) 

Опредфлимъ моменть инерщи „7 отно- 

сительно оси №№ (фиг. 276) параллель- 

ной оси <. Обозначимь чрезъ (у’, 2") 

координаты точки пересфчешя оси ММ съ плоскостью (у, 2). Разетоя- 

ще »' какой нибудь точки системы оть оси ЛМ будеть: 

УР 

Фиг. 376. 

м = Убе 2 
Подтому: 

= Ут"? = Ут[(у— у) (2 #1 

или: 
= Уши и) — зу Уту— 22 У те + (+) Ум; 

ИЛИ: 

' = Ут(у =) — у Уту— 2 У тан (у? =) М. ... (833) 

тдь М = У т = масса всего тфаа. 

Вычтя (832) изъ (833) и замфчая, что при начать въ центрВ инерции: 

Уту= Ут: = 0, получимь: 

= (+. о». (884) 

Но у? -+ =’? равно квадрату разстояя между осями и №№; назо- 
вемъ это разстояще чрезь В, такъ что: у’? -+- 2"? = 13; тогда (834) пре- 
образуется въ: 

РАМТ... р. 3888) 

Моменть инерщи около какой нибудь оси ИХ равень сумми, соста- 
вленной изь момента инеризи около оси, проходящей мрезь центр инерции 

параллельно ММ и пзь произведеня МЕ? массы на квадрат» разстояня 

‚между этими осями. 

Отсюда вытекаеть: 1) моменть инерщи относительно оси проходящей 
чрезъ центръ инерщи есть наименьшй изъ моментовъь инерщи относи- 
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тельно осей взаимно параллельныхъ. 2) моменты инерщи относительно 

взаимно параллельныхт осей, равноотстоящихь отъ центра инерщи равны 
между собою. 

Вращене твердаго тфла около оси. 

$ 404, Если въ твердомь тфлф неподвижны дв изъ его точек, 10, 
благодаря этому, должны оказаться неподвижными всЪ точки, лежейщя на 

прямой, соединяющей двЪ неподвижныя точки; такая неподвижная прямая 

называется осью вращеня тфла. Тфло въ такомъ случа способно совер- 

мать всящя вращеня около неподвижной оси. 
Мы знаемъ изъ $ 395, что для такого тваа примфнимь интеграть 

площадей. Примемъ ось вращеня за ось 2. Тогда по (806) имфемъ: 

4 4 
Ув ш)=Уе2 в. 86 

Обыкновенно при изучеши движеши твердаго тфаа употребляють 
премтъ, состоящ въ томъ, что воображають неизмфняемо соединенную съ 

тРаомъ систему осей координатъ ($, , 9) (фиг. 277) и изучають движе- 

й 5 

Фиг. 297. Фиг. 218. 

не этой системы осей относительно неподвижной системы осей (2, у, #). 
Такой премъ мы употребимь и въ настоящемъ случа%. Примемъ ось вра- 
щен тфла за ось $. начало координать (&, 7, 5), соединенныхь съ т6- 
ломъ, возьмемь въ началь неподвижныхь координать (фиг. 278). Ось & 
примемъ совпадающею съ осью вращеня ?, благо ось вращеня непод- 
вижна. Назовемъ @ уголь, составаяемый осями у и 1. На чертеж (фиг. 
279) оси 2 и Ё проектируются въ одну точку 0. Оси и 6 подвижны 
(вращаются около оси 2). Оси уу и 2 ненодвижны. Изъ формулъ преобра- 
зованя координат имфемт: 

ЕЕ 

у = 96080 — $101... ....-.. (837) 

2 = 13% 6 -+ 50080 
Отсюда вычисляемь: 

ПИ 540) © 

они аа} 

ИИ 650 —5 ни % Рая ОЕ: 



— ‘367 — 

Фу _ , ы 926 в 48 
ав = — И бо др — (10 — 599 (4) ны 

Фа _ ею в 5 Я аа, 
де — 0088 — Сэ 6) ав ств 5 (а) 

Подставляя эти величины въ первую часть уравнены (836), видимъ, 
что онъ преобразовывается такъ: 

Ф= 4) _\ те ВК... 
У»( а —щ)=Ужа +0: зн. . - : @40) 

Но Ут? +2 есть разстояше какой нибудь точки (т, 5) тфаа оть 

оси вращены. Слфдовательно У (+ $2) = моменту инерщи зла 

относительно оси вращешя. Обозначимъ его чрезъ „7. Тогда (840) дасть: 

@: @у\ _ 148 
Уж) к кое (841) 

Подставляя эту величину въ (836), получим: 

ра Ей й 4 842 а= Ув о И: 7 

Вторая часть этого уравнешя вращеня около оси х преобразуется въ 
каждомъ частномъ случаф 0с0бо, смотря по тому, кая силы дЬйствують 

на твло. Приложимъ это уравнеше кт, слфдующему частному случаю, 

Сложный маятникъ. 

$ 205. Изучимь движеше твердаго тбла около горизонтальной оси 

подъ дЪйстшемьъ тяжести. Тфло, совершающее колебаня около горизон- 

тальной оси, носить назваше физическаго или сложнаго маятника. 

Возьмемь ось 2 по направлению тяжести, (фиг. 279). На каждую точку 
массы т дЬйствуеть сила тяжести ту. Слдовательно: 

Ут (у — У) =У туу = У тд (16056 — $56) 

= 96086 У ту — 9зт0Уж...... (843) 

Если возьмемъ ось © такъ, чтобы она про- 

ходила чрезъ центръ тяжести, то по (783): 

Ут = 0; Ут = М5, 

тдЬ: $ = 0с = разстоянйю центра тяжести оть 
оси вращеня. Такимъ образомъ (543) при- 

метЪ видъ: С 

Ут (у — 27) = — М9% . т Фиг. 279. 

Воть какъ въ данномъ случаЪ преобразовалась правая часть уравне- 
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ни (842); такъ что это уравнене приметь вид: 

т о 

я и о ь (844) 
а 

Замтимъ, что 

та 3 

„(®)_, 1 40056. 

или: ь 

(2) «(ны 
Отсюда: 

Г“) «(®)= 219% ‚ло 
4 (а й 

откуда: =. 

(уча 6090 =... 1: 648) 

Принимая начальную скорость “) равною нулю и называя началь- 

ный уголь 0 чрезъ а, имфемъ изь (845) 

вой 
о= 08 а + С. 

откуда; 

=— :. м 605% 

СлЪдовательно (845) даеть: 

4 2 М05 ь ры 2 ЦС 
(* т (6080 — 608“)... (846) 

Но изъ (818) видно, что движеше математическаго маятника выра- 

жается уравнешемъ: 

); 29 и (* 7 (6289$ вова) о ол. ко неа) 

Сравнивая (846) съ (847) видимъ. что сложный маятникъ движется 
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такъ. какъ математический, имфющий длину Г. опредфляемую изъ уравненя 

№ 9 

откуда: 

ме ` 
Эта формула показываеть, что сложный маятникь, импющий массу М, 

моменть инерши около оси вращения Т, разстояние иентра тяжести оть 
оси вращеня 5. движется какь математически, длина которазо 1 равна: 

Е 
м 

Центръ качания. 

$ 406. Проведемь чрезъ центръ тяжести сложнаго маятника ось па-, 
раллельную его оси вращенья (оси подвфеа) и обозначимь чрезь „Л мо- 

ментъ инерщи относительно этой оси. По формулЪ (835) имфемь: 

7= 9 - м8 

Вставляя эту величину вмфсто „7 въ ($348), получимъ: 

Ре а АН И. 
му м 

Отложимь на оси $ (фиг. 280) оть точки С, лежащей на оси подвфса, 

длину { до точки О’. По сказанному въ предыдущемь параграфЪ сложный 

маятник колеблется такъ, какъ математичесый, имфюний длину / = СО’, 
такъ что дфло происходить такъ, какъ будто вся 
масса сложнаго маятника была сосредоточена 

въ 0’. Эта точка О’ называется ментромь кача- 
я; точка же С называется центром» подвъса. 

Оказывается, это эти центры взаимны, А 

именно: если О’ сдфалать центромъ поднфса, то (' 

будегь центрь качашя. Это вытекаеть изъ сль- 

дующихъ соображенй. По (850). 

ЕЯ С 

60'= Е 
м Фиг. 280. 

“ 

Но буквою © мы назвали разетояше СА (координату центра тя- 
жести 4), такъ что: 

И ия ТИ 
Сальдовательно: = 

О о ФБ 
Мъ мь 

Делоне. Высшая математика и механика. р 
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Изъ (851) и (852), сафдуеты: 

СА. ОА = = = постоянная величина. .. . . (853) 

Вычислимь теперь какой длины Г’ должент, быть математичесый маят- 

никъ, колеблющйся такъь же, какъ тфло аб (фиг. 280), если его подвесить 

за ось проходящую чрезъ О’ параллельно съ первоначальною осью под- 
вфса. По (850): 

= 0... ры ы ВОЗ 

Изь (553) имемь 

м 
М. са 

Сравнивая съ (850), видим, что 

4 

Сафдовательно, если О’ принять за центръ подвфса, то С буде 

центромь качаны; что и требовалось доказать. 

Цинлоидальный маятникъ. 

$ 407. Въ подробныхъ курсахъ изсаЪдуется движене тяжелой точки 
по циклоидЪ. Мы видЪли, что продолжительность колебаня маятника, т. е. 

точки. двигающейся по дуг окружности, выражается формулою (823), 

изъ которой видно, что только при весьма малыхъ колебащяхь иродол- 
жительность 7’ каждаго колебашя можно считать зависящею только оть 
Ти 9, но при большихъ кодебашях продолжительность каждаго изъ них 

зависить еще оть входящаго въ формулу (528) угла а — оть величины 
колебания. 

Въ подробныхь курсахъ доказываетел. что, какъ это было замфчено 
Тюйгенеомъ, точка движущаяся по циклоидь совершаеть колебаня, про- 

должительность которыхъ не зависить оть ихъ величины. 

Брахистохрона. 

$ 408. Другое интересное свойство циклонды. доказываемое въ подроб- 
ныхт курсахъ, заключается въ сдующемъ. Представимь себЪ (фиг. 281} 

1 
| 
. 
. 
| 
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дв точки А и В. при чемь 4 лежить на большей высот чфмь В, но 

не на одной съ нею вертикали; если устраивать 
различные пути оть 4 до В: прмямолинейный А 
и разные криволинейные и пускать по этимъ 
путямъ тяжелую точку скользить подъ ваяшемь 
тяжести, то въ кратчайшее время тяжелая точка 
придеть изъ 4 въ В по циклоидЪ. Поэтому цик- 

лоиду называють «брахистохроной», то ееть кри- 
вою наикратчайшаго времени. Фиг. 51. 

РавновЪ‹{е накъ частный случай движения. 

$ 409. Изъ общаго уравнены движеныя (773) выводится и общее 

уравнене равновфся. ДЪйствительно при Я никакого движеня 
42 

не происходить, такъ что воф ускорены > 
аа’ а" 

неню (773) обращается въ: 

= равны нулю и урав- 

УХ ж-н Уи -н #4) 9.5. не. (855) 

Отдфлы ращональной механики. 

$ 410. Обыкновенно въ подробныхь курсахъ теор равновея изаа- 
гается отдфльно и называется Статикою. Точно также отдфльно изла- 
тается теоря движешя, не принимающая въ расчеть сить, а занимаю- 
щияся тольно соотношенями между скоростями, ускорешями и положе- 
немъ точекъ. 

Эта часть механики называется Амнематикою; она сводится кл» раз- 
смотрфнйю соотношенй между координатами и временемь. Наконець тоть 
отдть механики, который разсматриваеть движене какъ произведенное 
силами называется Кинетикою. 

Въ нашемъ бЪгломь обзорв важийшихт, формуль и законов механики 

мы не придерживались разграничен механики по отдраамъ въ видахъ 
большей быстроты изложены и избЪжашя повторен; но зато мы почти 

не коснулись статических задачь. Надо правду сказать, что мномя изъ 
задачь статики рфшаются олементарнымт путемь при помощи теори сло- 
жены снлъ и паръ. Нашею же цфлью мы поставили себ указать на 
ириложене Анадиза къ механик. 

Однако одна изъ гланъ статики, имфющая большое приложене въ фи- 
зикЬ и знакомящая съ теоремами, часто встрьчающимися и въ другихь 
отдфлахъ механики, требуеть широкаго примфненя Анализа—это учене 

о притяженти. 

Съ этимъ учешемь мы считаемт, долгомъ познакомить читателя. 



А 3 

ГЛАВА Ш. 

Теор!я притяжен1я. 

Ньютонанское притяжене. 

$ 311. Ньютонъ показалъ, что планеты движутся по своимь орбитамь 
подъ ваншямъь притяжения къ солнцу. Оказалось, что и мномМя друпя 

лвлены объясняются взаимнымъ притяжешему частиц матери по закону: 

дю матетальныя точки притязиваются взаимно сь силою обратно про- 

поритональною квадрату ить взацмнало разстояния и прямо пропоршональ- 

ною ихь массамь, такъ что если обозначим чрезь ти т’ массы двух 

точекъ и чрезъ х ихъ взаимное разстояне, то сила притяженя, оказы- 
ваемая одною изъ этихъ точекъ на другую, будеть равна: 

Титт! 

тдВ № есть нЪкоторый коэффищенть пропорщюнальности. 

Теоря притяжешя изучает, какихъ образомь притягивается по этому 
закону точка собрашемъ другихъ точ напримьръ твломъ. 

Въ механикЪ разсматриваются и друМя притягательныя силы, напри- 
мЪръ пропорщональныя разстоянямт или пропорщональныя какимть-Ни 

другимъ степенямь разстояни и проч. Но изо веЪхъ притягательныхь 

силъ наиболье интересны силы, дЪйствующия по закону пропорщюналь- 

ности массамъ и обратной пропорщюнальности квадратамъ разстоянИ\ 
потому что таково всемрное тяготфше небесныхь свтиль другь къ другу 

и таковы электричесяя и магнитныя притяженя. Эти притяженя назы- 
ваются ныютошанскими. 

Проложеня притяжения на оси координатъ. 

$ 412. Обозначимь чрезъ т массу притягиваемой точки; обозначим 
чрезъ 9 притяжене, оказывае- 
мое единицею массы на единицу 
массы на единиц разстояни; 

обозначимь чрезь Д плотность 
притягивающаго тфла. Тогда 

масса безконечно малаго объема 

4х ау 4=, составляющаго часть 

притягивающаго тЪла, будеть 
[4х ауа2. Пусть а, $, с бу- 

дуть координаты притятиваемой 
точки (фиг. 232). Притяжене, 

оказываемое элементомъ 42 4у 42 на точку, будеть равно: 

Чт ах ау 4: р 
ГИ ТИ ЕТ ИН ВН.) (ера) 

Фиг. 252. 
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тдЪ 2, У, & суть координаты ближайшей къ началу координать вершины 
‘паралледепииеда 42 4у г (фиг. 252). Назовемт чрезъ и разстояще точки и 

оть элемента 4х Чу =. такъ что: 

= Иа в = [ее 0) №. . (858) 

Косинусы угловъ, составляемых этимъ разстоянемь съ осями коор- 

динатъ, суть: 

> ране. т ЧТВ 

По этому изъ (857) выводимь слфдуюнця выражен для проложен 

Х, У, Й на оси координать силы, съ которою элементь 424942 при: 
лягиваегь точку т: 

40т 4х ау 4: . (ха) 

АО аи 6—6 

_ _ ЧОтаеауа2 .(9— В) (860) 

= ела (2 с] | мы 

д ЧОтаеаи 2 (2—6) 
[аи 0 

Чтобы получить величины 2, В, С проложешй на оси поанаго при- 
тяжены, оказываемаго на точку т вермгь, гБломъ, нужно суммировать, вс 

притяжения, оказываемыя всЪми элементами ‘трла, нужно, другими сло- 

«вами, интегрировать тройными интегралами выражешя (360), распростра- 

няя интегращю на весь объемь притягивающаго тала. Получим: 

= ат (2 — а) я 

ыы = ГЛЛе= аи 6+ (2— аи 124 

= и Чт (и— 5) у (ВАТ 

в- ]] Ле бое 
: (860) 

ан И ея 
<= Ле а-- (и ВС 

он 97948 

Если плотность 1) во вевхъ точкахъ притягивающаго гла одинакова, 

то одинт, изъ интеграловъ каждаго трехкратнаго интегрировашя вычи- 

сляется весьма просто. Возьмемь, вн. величину 4 въ (861): 
И 

а) 4х ан аг А=а0т тв Е я: Г 
ИзвЪетно, что: 

ь. (2 а) в ее ИВ ЗИ 
[(е-в- (6 2—6) [се 

Предположимь даже такой сложный случай, когда тфло имфеть Вид, 

изображенный на чертежь (фиг. 253), такъ что параллелотишедь, имфю- 
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ИЫЙ основанше 4у4=2 и высоту параллельную оси 2, пересЪкаеть поверх 

ность притягивающаго тфла несколько разъ въ элементахъ 1. 2, 3, 4.5.6. 

Обозначим разстояшя этихъ поверхностныхь элементовъ оть притяги- 
ваемой точки чрезъ г, г, 7, 

т, Г» 7в. Часть интеграла, отяо- 
сящаяся въ этому наралделени- 
педу, будеть: 

1 1 1 1 

Е 
Ааа к .. (863) 

”. 7 

Обозначая чрезъ 4’, 4, @9., 
43, @3., 43, вырЪзываемые па- 

Фиг, 293. раллеленииедомь элементы по- 
верхности притягивающаго тЪла, 

чрехь №, №,... нормали въ, этимъ элементам и чрееъ (№, 2), (№, 2)... 
углы, образуемые внишнею частью нормали съ осью 2, получимт для вели- 
чины (863) выражене: 

Велфдстве этого получимъ: 

д во ее, р: 864) 

гдЬ ” есть разстояше элемента поверхности притягивающаго тЪла оть 

притягиваемый точки, 43 элементъ поверхности притягивающаго тЪла. 

Ташя же формулы получимь для В и С. Итакъ. получим: 

< 2. 43 . 608 (№. 2) реник 
ее: а орех 

г 

ара уе. 5) 

Притяжене, оказываемое шаромъ на внфшнюю точку. 

$ 413. Приложимъ выведенныя формулы къ опредфленю притяжения, 
оказываемаго однороднымъ шаромъ, имфющимь рамусъ Й, на точку т, 
находящуюся въ разстояи я оть центра шара (фиг. 254). 
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Примемъ прямую. соединяющую центръь шара съ точкою з, за ось 2. 
Центръ шара примемь за начало координать. Очевидно, что въ этомъ 
случа В = 0. С = 0. и остается опредфалить А по формул: 

= зб» |= 5 5.. 2, 688) > 

тдЪ ^ есть разстояне элемента 4 поверхности шара огъ #7. 

Примем ось 2 за полярную ось (фиг. 284). 

За элементь 43 поверхности шара можно принять весьма малый пря- 
моугольникт ограниченный двумя сосфдними мериданами и двумя сосфд- 

ними параллелями. Назовемь @ уголь, составляемый радусомъ. проведен- 
нымъ въ этоть элементь, съ осью х. Обозначимъ чрезъ Ф долготу, при- 

нимая за первый мериманъ плоскость (2, =). Одна сторона элемента 43 
будетъ дуга равная №46; другая его сторона будетъ дуга описанная ра- 

Фиг. 254, Фиг. 285. 

дусомь И 20 параллели. она будеть равна А 50. 49. Площадь эле- 

мента. принимаемаго за прямоугольникъ. будеть 46. В зтб. 4$; или: 

42 = В? 5т6 464......... (801) 

Не трудно видЪфть, что 60$ (№, 2) = 6086. 

Вставляя эти величины въ (866). получимъ: 

у я (868) я 
Интегращя по 6 должна быть произведена въ предфаахъь оть 0 до я; 

интегращя по ф должна быть произведена въ предфлахь оть 0 до 2=: 

тогда вся поверхность сферы будетъ охвачена интегрированемъ. Зам\- 

тимъ. что изъ (фиг. 285) слфдуеть: 

г = И Е*— 248 056........ (869) 
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Вставляя эту величину въ ($368), получимь: 
д а: * 

о, рь __ 3780 . с05 6 49 @ф 

Е Уа- В 
о 

И ыы Не ИН 
Уа? + Е? 2аВ с0з6 ° 

Интегрируя по частямъ, находимт: 

те = у а В: — зай 0080 

1 [жука +1 ДГлвуе-и аВ с036 48 

— 2088 уз ета 77 И, з а м, Е У.а? - В? — 2аВ 086 Заза (@ -= А? — 2аВ 0086)№. 

Сльдовательно: 

ЕВС 
Уа?-+ Е 2аВ 036 

— г 7 „| 
Иа + Е: — 2аВ 036 зе @* = В За 6028) 

- (а ее рев @- В) (@— Е 2 . 10) 

«В За? В? "В За? В? За? 

Поэтому (570) даетъ: 

В 28 _ 45 - (872 А =-- 590 = — 5 (872) 

Замфтимь, что адЪсь : тИ?. Ш есть масса притягивающаго шара, 

назовем ее 2/. тогда: 
. Мт м к ие о аНАИ (873) 

Сравнивая эту формулу съ (556) и припоминая, что и есть разетоя- 

не притягиваемой точки оть центра шара, заключаемъ, что: 
шар» притятваеть 'внтинюю точки такь, какь будто вся масса была 

сосредоточена вь центр. 

Притяжене шаромъ внутренней точки. 

$ #14. Если притягиваемая точка аежить внутри шара (фиг. 286), 
то а< В, но разстояне Иа В — 2аВ 058 всегда считается поло- 

жительнымъ. Значить въ эгомъ случаф, при 0 = 0, мы должны поло- 

жить Уа?-+ В — За с05(0) = Ва, во не “- В, какъ прежде. 

ЕЩЕ ЧАИ 1 Ах 
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Такимъ образомь (871) представится въ сльдующемь видф: 

510. 6038. @6 

„/ Иа? - В? — заВ е056 
о 

6080 — 1 г] 7 : й 
- [= У + Е: - 2аВ с056 = зар: @° + 1 ЗаВ с0з 6)" 

о @-Н В) . (а) ‘(В а) (Ев 2а 

а "зв ав 2 = 3 ` 

Итакъ. лля внутренней точки: 

= 5 =90тиа . ОО 

Проведемъ чрезъ точку т внутреннюю сферу, радусъ которой будетъ, 

очевидно а. Объемъ этой сферы будеть 3 ок плотности Д масса ея 

будеть $ та). Назовемь ее М’, так что 5 ха) = М '. Замфтимъ, 

что (874) можно написать такъ: 

д— 459 Ве® _` М. 
А: 

Итакь: - о 
аа =. 

Сравнивая это выражен!е съ (574) заключаеть, что: 

шар» притяиваеть внутренннюю точку так, какь 
бы с притяншаль меньший концентрическ шар, поверхность которазю 
проведена чрезь притязиваемую точку (фиг. 286). то есть: кажь будто бы 

в» центръь была сосредоточена масса внутренняю шара. 

Фиг, 286. 

Притяжене точки, лежащей внутри сферическаго слоя, этимъ слоемъ. 

$ 415. Теперь легко опредфлить, съ какою силою слой, заключенный 
между двумя концентрическими сферами, притягиваеть 
лежащую внутри его точку (фиг. 257). Назовемъ В, 

радгусъ внфшней сферы, В, ралусъ внутренней сферы. 

Притяжене оказываемое слоемт, на точку очевидно 
равно разности, получаемой отъ вычитаня притяже- 

ны, оказываемаго сферою Ё,, изь притяженя, ока- 

зываемаго сферою Ё,; но, по предыдущему параграфу, 

оба эти притяженя одинаковы, такъ какъ каждое изъ 

нихъ равно притяженйо. оказываемому на точку ефе- 
рою. радусь которой равенъ разстояншю точки р оть центра. Если 

Фиг. 257. 
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уменышаемое и вычитаемое равны между собою. то разность равна нулю, 
Итакъ: сферический слой не притяшваеть внутреннюю точку. 

Потенцталъ, 

$ 416. Разсмотримь выражение: 

ры ТР ах ау 42 
зе = 

= ЕСС а Е Гу 
Уса (ув - (2 

тДЪ и есть разстояне притягиваемой точки (а, 6. е) отъ элемента (х. у. =) 

притягивающаго тфла. Этотъ интеграл равент, сумм безконечнаго числу 

членовъ: г -= г +... дет, т, т, суть массы точек при- 

тягивающаго тла. Итакъ: 

"= Г ГГ == НОО 

Предфлы интегращи здфеь не зависять оть (а, 6, с). поэтому можно 
продифференцировать этоть интеграль по а, 6. с, дифференцируя выра- 

жеше > подъ знакомъ интеграла. Получим: 

м 
4% — У @-«-и оне в 

Чу = ЛГ. р и— 5) 9244 |... (918) 
8 — „Л ани о № 

ву __ Ра — 6) азауае р 

@ — [О В 

Полагая въ (561) (=1, что всегда мы можемъ сдфлать, считая за 

единицу силы притяжене, оказываемое единицею массы на другую еди- 
ницу массы, расположенную оть первой на единийЪ разстояны, срав- 
нимъ (878) съ (861). Изъ этого сравненя видимъ, что, если масса ири- 

тягиваемой точки чи = 1. то; 

ди 

АЯ 
г а ОЙ АВ о: УТ т =в (870) 

, аи 

бт, 
Эти уравнешя показывають, что силы притяженйя. оказываемыя точ- 

ками притягивающаго тфла на точку т, имЪють потенщаль Г, который 

| 
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равенъ выражению (876), если масса притягиваемой точки равна 1; если же 

масса ся т, то потенщалъ У’ равенъ Тм. 

Уравнеше Лапласа. 

$ 417. Мы знаемъ. что: 

"= Ум а + 9+ е—о). 

Слфдовательно: 

"Уи 

„(‘) | 
< И —, 

да (ие 
& ри — 

Далфе по формул а (=) ) = не м получимъ: 

Вычисляемь: 

1 х ' Ре _(# — а)* в [1 а та 2, Е 
ы ( ] У ЕЮ [(2 ани Ве 
да? ; (2 — в) + (УШ— 0 @— 0) 

_ @—® = (И— 5) + 6) —(@ @. 

(2 ао +0 
Точно также получим: 

в = чб Бе с} 

(1) 
“ (2 — в) + (у— 5)? (2—6) — (2—6) 

2 = ое 9 = 
Складывая эти вторыя производныя получимъ: 

=) 
ааа Че 

Но по (877): 

Слфдовательно: } 
9и О у С ых 

да о д 

ГЛ: =... 

с) № 

(880) 
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Итакъ: 5 Ал 3 бт - Зы ая =... 2... (880 

Это уравнене съ частными производными 2-го порядка есть знаме- 

нитое уравнене Лапласа “). Оказывается, что потенщаль внфшней точки 

удовлетворяеть уравненю Лапласа, 

Уравнеше Пуассона. 

$ 418. Для случая притяжешя внутренней точки уравнене, которому 
удовлетворяеть потенщаль У имфеть другой видъ. Выведемъ его. Прини- 
мая 4 = 1, получимъ изъ (874) для внутренней точки, притятиваемой 

шаромь: к 
у ЗЕ Ри 

Не трудно видфть, что эта величина есть производная оть функши: 

о 
5 яОти* с, 

гдЪ с, есть произвольное постоянное интегращи. Чтобы опредфлить его, 
зычислимъ потеншальъ шара, который имЪется въ его центр. Общая 
формула (877) потенщала такова: 

Г леев 
Вдфеь тройной интеграль показываеть, что надо взять сумму элементовъ 

вида = и распространить ее на весь объемь шара. Но выфето этого 

можно взять объемъь слоя, содержащагося между сферою ралуса и и сфе- 
рою радуса ^ -- 4%; такой объемь будеть равен: 

лее; 

и его будеть: ` = рак 

Интеграть (388) равен интегралу 

В 

и: ооорн 888 
$ 

взятому въ предлахъь огь 0 до В при суммировани вевхъ концентри- 
ческихъ слоевъ, составляющихь сферу ращуса В. 

Вынося въ (884) постоянныя величины за знакъ интеграла, получимь 

*) Гарасе знаменитый французсьй математикъ, написавший Небесную 
механику (Мёсазчие сеезёе) и установивийй гипотезу о происхождени мёра 
изъ однообразнаго вещества, распавшагося на отдфльныя свфтила и планеты. 
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для потенщала въ центрЪ величину: 
й а 

ЛЕ . 
х 

Это,—если сфера дЪйствуеть на массу равную 1, находящуюся въ центр; 
если же въ центр находится масса , то потенщаль дЪйствы, оказы- 
заемаго на нее сферою, будеть: 

у 
3 

Ферт | бу® = атрт ибо = эятр а 
* о 6 

Мы видфли въ (882), что потенщаль сферы для внутренней точки 
(а, В, с) равен: 5 

— "та" +, а ое НОВ 

Тенерь изъ (385) мы знаемъ, что въ центр\, слдовательно при 
67 + 6? - с? равномъ нулю, (886) обращается въ 2 хт Аз, Значить: 

2ттр И? 

и потенщаль (886) равенъ: 
р 

12 — Е тОта? + элтОЁ?; 

или: 

М: = д (251 — ы ВЫ 

Теперь обратимся къ потеншалу У какого бы то ни было твла, отно- 

сящагося въ притяженйю этимь тфломь точки, находящейся внутри тала. 
Для этого окружимъ притягиваемую точку т 

(фиг. 288) весьма малою сферою радуса р имвю- 

щаго центръ въ притягиваемой точкЪ. Разобьемь 

весь потенщаль Г притяжешя, оказываемаго на 

точку ж тьломъ на два: У», относящийся къ при- 

тяженйо точки т массою, заключенною въ опи- 
санной около т маленькой сферЪ радуса р и 

Т,»› относяцийся къ притяженю точки м осталь- Е 

ною частью тфла, такъ что: 9 
; г. а Фиг, 288, 

У=У, У, 2. 888) 

По отношенйо къ остальной части тфаа точка 22 внЪиняя; 

тельно къ потенщалу М, приложима формула (381). такъ что: 

АИ! 08: 
в Ча 96 96 

Кл» потенщалу же У, должна быть приложима формула (587), въ 5о- 

‚дова- 

ы И . . (889) 
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торой надо только замфнить а? чрезь (2 — а) (у— 6) -н (2 — с); 
такъ что: 

ть р а аи +9] .. (890) 
Вычисляем: 

ВСЯ 0 Е об 
а @ “) О; аа" == 3 =0 

Че о - р 
АИ 
ив. В бус ИА 
в -5 "@- 2; = = . 

Сложивъ вторыя производныя, получим: 

ТРИ. 
д 

Это уравнеше вмфетЬ съ (388) и (889) показываем, что: 

ФУ 9у О 
—: = 47 . й у, 89 д + о + 0 ее и 

Это уравнеше (391) веть знаменитое уравнен® Пуассона ^). 

Основныя свойства потенщала. | 

$ 419, Итакъ основныя свойства потенщала силь Ньютонанскаго ири- 

тяжены, оказываемаго притягивающимт, тфломь на точку, заключается вь | 
томъ, что потенщаль У должен удовлетворять уравненйю (881) Лапласа, 
если притягиваемая точка находится вн}, притягиваемаго твла, и урав- 
неню (391) Пуассона, если притягиваемая точка находится внутри при- 

тягивающаго тфла, 
Эти два уравненя играють чрезвычайно важную роль во многихь 

отдфлахъ математики, механики и физики. 
Замфтимъ, что излагаемая теорйя притяженя относится ко всякому 

ньыютонанскому притяженио, слфдовательно не только ко взаимному при- 
тяжению матерьяльныхъ масоь но и къ электричеству. 

Сила въ данной точнЪ. 

$ 420. Говоря о какомъ нибудь ньютонанскомь притяжени. мы бу- 

демъ называть силою в» данной точкь равнодЪйствующую вефхь сить 
притяжешя, оказываемыхь данными массами и дЪйствующихъ на единицу 
массы, помфщенную въ данной точкЪ. Въ каждой точкЪ пространства, равно- 

дЬйствующая притяжен! имфеть опредфленную величину и направлен. 

*) Пуаесонъ Роззоп знаменитый французекИй геометрь. 
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Силовыя лини, 

$ 421. Силовою лишею называется лин, проведенная такимь обра- 
зомъ. что она во вофхъ точкахь касательна къ соотвЪтетвующимь силам, 
Въ случа притяжешя, оказываемаго магнитомъ, силовыя лиШи легко 
наблюдать, положив на магнить бумагу и посыпавъ ее желВаными опил- 
ками: опилки располагаются по силовымь линяу. 

Поверхности уровня. 

$ 422. Геометрическое мЪсто точекь, вь которыхъ потенщаль силь 

притяженщя одинаковь, называется новерхностью уровня. Равнодъйствую- 

щая притяжение вь каждой точкзь поверхности уровня нормальна къ 

этой поверхности. ЛУйствительно уравнене поверхности уровня, по са- 

мому опредфаенйо ея, таконо: 
сот5Ё 

По (394) углы составляемые пормалью къ поверхности (592) съ осями 

координать, имъють таше косинусы. 

ду 

603 (№, 2) + :: йе: ы - —= ый —==: и 
И — ый О И 
] (| = а} 9= 

603 (№. у) х === % 
а Ух У- 7 Р. 

0 

608 (№. 2) 
/ ЗА ВУАИТАЕ 

И (=) = (&) = (%) 
тд Ро есль равнодЪйствующая прилбженй въ данной фочк 

ея проложеня на оси координатъ. Но: 

ре == 603 (Р, а); >; == 003 (Р,у); 2 = = 608 (Р,& 

и, 97 

Слфдовательно Ри М составаяюгь одинаковые углы съ осями, а так 
какъ они проходять чрезь одну и ту же данную точку, то слфдоватезьно 
совпадають. что и требовалось доказать. 

Случай одной притягивающей точки. 

$ 423. Поверхности уровня, въ случаВ существованя только одной 

притагивающей точки 2, суть сферы, имфющя центру, въ притягивающей 



Для каждаго сопзё. получается свол сфера. Здфсь силы, очевидно. на- 

правлены по ражусамь этихъ сферъ. которые, как извЪстно. нормальны 
къ такимъ сферамт. 

Силовыя трубни. 

$ 494. Если вообразимь себф элементь 
поверхности уровня, ограниченный какою ни- 
будь лищею (фиг. 289) и проведемъ чрезъ 

всЪ точки контура этого элемента 45 силовыя 

лини, то они составять силовую трубку. 

Фиг, 289. Силовой потокъ. 

$ 495. Если Р есть равнодЪйствующая притяжен!й въ безконечно ма- 
ломъ элемент 4з какой нибудь поверхности, то произведене: 

Раз . сз (Р, №) 

элемента 43 на нормальную слагающую Р’ с0з (Р. №) притяжешя назы- 
вастся снловымь потоком», проходящимь чрез» элементь 4;. 

Сумма всЪхъ силовыхъ потоковъ, проходящихь чрезъ всЪ элементы 

какой нибудь замкнутой поверхности, воображаемой въ присутетви дан- 
ныхЪ притягивающихь масеъ, называется иолнымь снловымь потокомь, 
проходящимь чрезъ всю ноображаемую замкнутую поверхность; онъ равент: 

\ 

. Г ь- св ку: 

Теорема Гаусса. 

$ 426. Гауссъ доказаль слфдующую теорему: Иолный силовой потокь, 
проходяиий чуезь какую бы то ни было воображаемую замкнутую поверх- 

ность, равень произведено 4 =М массы М, заключенной въ этой поверх- 
ности, на 4т. Докажемъ эту теорему. Положимъ (фиг. 390) АВС есть 
воображаемая замкнутая поверхность, проведенная вблизи притягивающихь 
массъ изображенныхь затушеванными частями, изъ которыхъ нЪкоторыя 
частью или вполнЪ объемлюгся поверхностью АВС, а друйя находятел 
внЪ ея. 
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Раземотримъ тройной интегралъ: 

ГЛ - { р) ашауае, .... (898) 

распространенный на весь объемъ, обнимаемый поверхностью 4ВС. Н$- 
которыя точки этого объема будуть принадлежать притягивающимь тё- 
ламъ, друмя будуть находиться внф при- 

тягивающихь тЪлъ; прилагая къ первымъ ы 
уравнене Пуассона (891), а ко вторымъ 

уравнеше Лапласа (881), и замфчая, что 

4х 4у аз есть элементъ объема, заключен- 

наго вь АВС и что масса равна произве- 

деню плотности на объемъ, выводимь за- 
ключеше, что интеграль (893) равенъ ве- 

личин® —4=М, такъ что: Фиг. 290. 

9у у 0у 
=М = ГЛ п | 24%. .. (894) 

гдв 2 есть масса всзхъ притягивающихь частей, находящихся внутри 
поверхности АВС, 

Разсмотримьъ наиболфе сложный случай, когда поверхность АВС та- 
Кова, что прямая параллельная оси 2 пересЪкаеть ее въ нёсколькихъ 
точкахь, напримбръ въ точкахъ 1, 2, 3, 4. Тогда *) 

Главе = аа | =) =, 

ме (=), |- О Е 

Назовемъ элементы поверхности АВС, встрьчаемые упомянутою пря- 
мою въ точкахъ 1,2,3,4 чрезъ 45,, 4в,, 4з,, @3:; проложеше ихъ на 

плоскость (у,2) будеть ду 4г. Поэтому: 

Чу 42 = — 43, с08 (№, <) = - 49, . 03 (№,, 2) = — 4%, . с0з (№, #) 

= 40. . 08 (№, 2) ........ . (896) 

тдВ №, М,, №,, №, суть нормали въ точкахъ 1, 2, 3,4, проведенныя къ 
поверхности АВС. Благодаря (896) получимъ изъ м 

" Я ом 

*) Если бы прямая параллельная оси 2 пересфкала АВС только въ двухь 

точкахъ, то (895) заключало бы только производиня ( (=), (=). и вычис- 

лее было бы еще проще, но съ тмъ же результатомъ. 

Делоне. Высшая математика и механика. 55 
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точно также: 

ера ор ддуаг — [аз ан С, т 

тальк а иена 

Поэтому, получимъ: 

и 5 Фу 
Е ГЛ[= + + чт | 42 ау а = 

$ ЕС . 
= ]= [= 608 . (ив). _ ея о а ВИЙ | 

у 

Но, какъ извфетно: 
97 
я = Х = Роз (Р, *) 

т == ЧР вов) 

97 
3 = == Роз (Р, =) 

Слфдовательно изъ (897) имЪемъ: 

Фу Фу 07 
я Ая + пор еда 

= ‚Га-окрьд . 605 (№, 2) = с03(Р,у) . 608 (№, у) с08(Р,=)с08(М, #)] Р 

или по (130): 
и ВН С ИРИ бе + пы и = 

= /» В Да 

Пользуясь формулою (894) получимъ наконець: 

т. :соз (Р, = [иф=р—4м. . . . (898) 

Но И Р. со (Р, №) 4 и есть силовой потокъ, проходящй чрезъ 

АВС. Слфдовательно уравнеше (898) и доказываеть теорему Гаусса. 
Эта теорема играеть весьма важную роль въ ученши объ электричествв. 

Свойства силовыхъ трубокъ. 

$ 427. Приложимъ теорему Гаусса къ выводу весьма замфчательныхь 
свойствъ силовыхъ трубокъ. 

| 
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'Разсмотримь часть силовой трубки (фиг. 291) ограниченную двумя 
основашями абс, а’Ъ'с’ представляющими каыя бы то ни было поверхно- 

сти. Обозначимъ площади этихъ основан! (полагая, что трубка очень 

тонка) чрезъ 48 и 43’. Приложимъ къ объему, заключенному въ такомъ 
отрЪзкф силовой трубки, теорему Гаусса. По этой теорем полный потокъ, 
проходяний чрезъ поверхности такого отрЪзка. равенъ нулю, если внутри 
отрфзка не заключено никакихь притягивающихь 
массъ. Но потокъ, проходящий чрезъ боковую (труб- 

чатую) поверхность отрфзка, равенъ нулю, такъ 
какъ нормальная слагающая притяжешя въ каждой 
точкв боковой поверхности равна нулю по самому 

опредфленю силовой трубки и силовыхъ лин. Сл\- 

довательно и сумма потоковъ, проходящихь чрезъ 
оба основашя 43 и 4$’, равна нулю, Поэтому по- “С. 
токи, проходяще чрезь каждое изъ основан, фиг. 291. 
должны. быть равны и противуположны, если отрЪ- 

зокъ не содержить притягивающихъ массъ. Равны и противуположны— 
мы говоримъ въ томъ смысль, что, если одинъ изъ нихъ направленъ по 
внутренней нормали одного основашя, то другой направаенъ по внЪшней 
нормали другого основашя, 

Отсюда вытекаеть: 

Свойство 1-0е. Чрезь весь поперечныя съченя одной п той же силовой 
зпрубки проходить одинь м тоть же силовой потокь (вс№ потоки прохо- 

дяше чрезъ эти сфченя равны между собою). 

Это свойство можеть быть выражено уравнешемъ. 

Ра — В, ..... 0899) 

если поперечныя сфчешя нормальны. Уравнеше же (899) выражаеть с0- 

бою: Свойство 2-ое. В» каждом» спчеши трубки сила обратно пропор- 
зпональна площади съченя. 

Теорема Остроградскаго. 

$ 428. Мы видЬли въ $ 425-омъ‚, что силовой потокъ выражается 
формулою: 

ГГ». выбв, му в и. (900) 

Эта величина и вообще поняме о силовомъ потокЪ играеть большую 
роль въ теори притяженшя и электричества, а также и во многихъ дру- 
тихь отдфлахъ физики. Остроградсь!й *) далъ замфчательную формулу, по 
которой двойной интеграль (900), выражающий силовой потокъ и распро- 

<траненный на замкнутую поверхность, можеть быть преобразованъ въ 

ъ аз 

*) Остроградсь!# — знаменитый руссьЙ математикъ. 
25* 
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тройной интеграль, распространенный на объемъ, ограниченный этою по- 

верхностью. Эта формула Остроградскаго имфеть чрезвычайно важное 
значен!е: она, такъ сказать, даеть возможность узнать, что двлается въ 
объемф, по тому, что происходить на поверхности его ограничивающей. 
Эта формула, равно какъ и боле общая формула Грина, которую мы 
выведемъ впослфдетыи, имфють обширное приложеше въ теорш притя- 

жешя, въ учеши объ электричеств®, въ учени о движеши жидкостей и проч. 

Выведемь формулу Остроградскаго *). 

Условимся въ слфдующихь обозначешяхъ: 

4; элементъь поверхности $ 

= уголъ, составляемый прямолинейнымь отрфзкомъ (векторомъ) Р, прове- 
деннымьъ изъ какой нибудь точки поверхности $, съ внутреннею 
нормалью №. 

Х, У, # проложеншя вектора Р на оси. С 

ы Г/Л Р . с0з (Р, №) 43 называется 

поверхностнымь интегралом». Онъ пред- 

ставляеть собою силовой поток», если 

векторъ Р представляеть собою силу. 
Но векторь Р можеть представаять со- 
бою скорость, ускореше или какую ни- 

будь другую величину, способную изоб- 
ражаться прямолинейнымь отрфакомъ. 

ч Фиг. 202. Формула Остроградскаго относится ко 

всякому поверхностному интегралу, & 
не только къ силовому потоку. Положимъ еще, что 1, т, п суть коси- 
нусы угловъ наклонешя нормали № къ осямъ координать (фиг. 292). По 
(130) имбемъ: 

У РА 
ария ту 

Ф Р ра 
Слфдовательно: 

И 

= ГГ хаь+ |] таь ао. во 

Очевидно, что 4у42 есть проложене элимента 45 на плоскость (у,=), 

и такъ далфе, такъ что: 

Чу 4: = 43.1; 4гах = @3 .т; ах ау = @3 . п. 

*) Записки С.-Петерб. Импер. Акад. Наукъ т. 1, стр. 39 (1828 г.). 
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тек |] Ха 

ИГ таги | | Раду. ВО 

Обозначим чрезъ 1, 2, 3, 4... точки пересфчешя прямой параллель- 
ной оси 2 съ нашею поверхностью; тогда: 

Г] хава= Гих, — ху ++ Хо +.. Лав.) 

Если Х конечна и непрерывна внутри объема, ограниченнаго этою 
поверхностью, то, называя чрезъ Ё какое нибудь число, получимъ: 

= я 

В @ 
Хы — Х, = ] - 4х 

Поэтому: 

= 

Поэтому изъ (903) имфемъ: 

рано ны 
Точно такъ же преобразуются и друме двойные интегралы въ правой 

части (902). Поэтому (902) дастъ: 

ы 9х ду 02 ОД Гв-еывьмуы = = УЛ [ее аелиа».. вю 

Это и есть формула Остроградскаго. Въ лЁвой части у У распростра- 

няется на всю поверхность; въ правой части ый С . распространяется на 
весь ограниченный ею объемъ. 

Изъ формулы Остроградскаго весьма просто выводится и доказанная 
вЪ $ 426-омъ теорема Гаусса. Дйствительно, если У есть потенщалъ, то 
изъ (904) получимъ:. 

Девон чьи 
Прилагая сюда уравнеше Лапласа (381) и Пуассона (891), получимъ 

формулу (898) Гаусса. 

Теорема Грина. 

$ 299. Необыкновенно много приложен въ различныхь отдфлахъ 
физики получила знаменитая теорема Грина. Она состоитъ въ слфдующемъ: 
Теорема: Если имъются дет функши 0 и У оть т, у, г, которыя, равно 
хакь и ить первыя производныя, конечны, однозначны и непрерывны внутри 
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‘никоторато объема, то онь связаны слфдующими тремя формулами. 

Р-р ое ны 
ЛЕ. не поет 
Рен те 
СЕ Ееены а 
Е 
Г-н Гнев 

Эти три равенства, изъ которыхь Ш есть прямое слфдотве первыхь 

двухъ, и составляютъ теорему Грина. Здьсь 7 у Ч распространяются. 

на данный объемъ, И распространяются на поверхность, ограничи- 

вающую этоть объемъ; ® откладывается по нормали. 

Доказательство. Положимъ: 

ду 97 их = =... - 05) б 
Положимъ, что Х, У, & суть проложешя на оси величины Р; 1, т, в 

косинусы угловъ, составляемыхъ внфшнею нормалью № съ осями коорди- 
натъ; е уголь, составляемый Р съ М, такъ что: 

— Роз = Хр Ут- 21,...... (906) 

или, согласно съ (905): 

ду у 9 9 — Розе у |= 0. . . (907) 

Изъ (905), кромЪ того, имфемъ: 

0х  0У 02 ду 97 у 

бе бу + 9% 5 ( м) 

90 07. 09.90 9 
де" де бу бу № 

. (908) 
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Вставляя величины (907) и (908) въ формулу (904) Остроградскаго, 
получимъ: 

9 ду 97 
УГ иы 4 Г.Г: [= ак г меауа 

9007 90 ду 909’ 
и аи и 1 | 2494 

й бу оу. № 97 
ка р деда, тм 

ее ААВ 90 ду 909 
== ЛЛЛЫ Е ду ду С 42 ау ав... :.. (Г) 

Это и есть формула Т теоремы Грина. Формула И выводится совер- 
щенно такъ же, полагая вмфсто (905) тая равенства: 

тех. У = 1 Ед. 
05 92 

формула ПП есть прямое В первыхъ двухъ. 

ГЛАВА 1\. 

Гидростатика. 

'Опредълене. 

$ 430. Гидросталикою называется учене о равновфс1и жидкости. Два, 

весьма важные закона гидростатики: законъ Паскаля и законъ Архимеда, 
извфетны уже изъ физики, мы на нихъ 

останавливаться не будемъ, а выведемъ, Й 

уравненя равновфоя жидкости. 

Уравненя равновфс!я жидкости. 

$ 431. Разсмотримь внутри жидко- 
сти ея весьма малый элементт, имбю- 

щШ форму параллелепипеда, ограничен- 
наго гранями параллельными плоско- 
стямъ координать (фиг. 293) и имфю- 

щаго ребра 42, 4у, 4г. Разобьемь всю 

жидкость на тае элементы и разсмот- 
римъ одинъ изъ нихъ. Положимъ, что Фиг. 298. 
равнодфйствующая силъ, дЬйствующихъ 

на этоть элементь равна ВаМ, гдЪ 4М есть масса элемента. Назовемъ. 



х 
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чрезъ Х, У, Я, проложешя ускорешя Ё на оси координать и чрезъ р 
плотность жидкости. Объемъ элемента очевидно будетъ 42 4у 42. Проло- 

жешя силы Вам будуть слфдовательно: 

р Хахауа2; р Уахауа:; рб ахауа: ..... (909) 

Назовемъ р давленше на 1-цу площади въ центр» элемента, Давлене на 

1-цу площади граней ае/Ь, ЬУдс афе@ будуть: 

др 2. др ау. Эр д: 

аа Руа ТР д 

Давлешя на цфлыя площади этихъ граней будуть: 

др ах К др а! др а2 Е 9 9 

Для равновЪоя необходимо, чтобы суммы проложен! силъ и давленй 

на оси координатъ были равны нулю. Пользуясь величинами (909), (910), 
(911), напишемъ это въ видЪ: 

рХагауае- (р Ор =) уе (5% = аа: = 0 
0% 2 

ру аедуае + [р— 8 Ч вла — (= 4 ша: = 
2 92 

риа» дуан + (р -. о) 4х ау (2 и) жа 0. 

По приведен эти уравнешя дають: 

вХ = с: 

тр г И Е у . (912) 

Рй = га } 

Таковы уравнешя равнов\@я жидкаго. элемента. 
Давленя на стЪнки сосудовъ должны быть нормальны къ нимъ. Дав- 

леня на свободной: поверхности жидкости должно быть равно нулю. 
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Условя равновЪс!я жидкости. 

$ 238. Уравнешя (912) приводять къ слфдующимъ усломямъ равно- 
въая жидкости. 

Услоше 1-е. Для равновфя жидкости необходимо, чтобы выражене: 

р (Ха -+ Уд 2а)..... ... (913) 

было полнымъ дифференщаломъ, то есть, чтобы существовала такая функ- 
щя 0, которая давала бы: 

р (Хаз-- Уау- 242) =а0.... . (914) 

ДЪйствительно, изъ (912) слфдуеть: 

а а 
и @Э = 0 

а а 2 Е = МОТ а) =, @2) Сао 

а а 
ж@2 =; 

а эти уравнешя показывають, что рХ, рУ, рй суть частныя производ- 
ныя оть одной и той же функщи. Называя эту функцию (потенщалъ) 
чрезъ 0, получимъ (914). 

Услоте 2-е. Для равновфйя жидкости необходимо, чтобы свободная 

поверхность опредфлялась уравнешемъ: 

= 050, .,. >. орда (916) 

тдЬ С есть величина постоянная. 

Дуйствительно изъ (912) и (914) получимъ: 

_ 9 др др ‚ 
ар о ЗВ аи 9-м 8 ИН: о. 

ОКА: 0-е: ь (918) 
Но на свободной поверхности р = 0. Слфдовательно на ней удовле- 

‘воряется услове (916). 

Условее 3-е. Для равновфая жидкости необходимо, чтобы р было внутри 
жидкости положительнымъ, 

Поверхности уровня. 

$ 433. Поверхности равнаго потенщала, выражаемыя уравненями: 

м о ... (919) 

называются ловерхностями уровня (см. $ 422). Если с = — С, то (919) 

‘обращается въ (916); слфдовательно свободная поверхность жидкости 

сть одна изъ поверхностей уровня. 

Элементы поверхностей уровня нормальны къ силамъ (см. $ 422). 
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Шаръ есть одна изъ фориъ равновфс!я свободной жидкости. 

$ 434. Положимъ, что частицы жидкости оказываютъ одна на дру- 
гую ньютошанское притяжеше и жидкость подвержена, только этимъ взаим- 
нымъ силамъ. Если такая жидкость имфла форму шара, то она и сохра- 

нить эту форму. 
Дуйствительно, принимая центръ сферы за начало координатъ, заклю- 

чаемъ по формуль (874), что: 

1х ИИА ый 

Не трудно видфть, что эти три величины суть частныя производныя 
одной величины: 

4т ат 

3.2 
(ул. ...... . (920) 

Слфдовательно первое услоше $ 432-го удовлетворено, и 

= 41 ичучи а 

По (916) имфемъ для свободной поверхности уравнеше: 

НЕ сы (ее: +0=0,..... (928) 

тдЬ 2,, У,, 2, суть координаты точки свободной поверхности. 
Если положить: 

то 

Итакъ, свободная поверхность остается сферою. 
(918) и (922) даютъ: 

ЕСО Е ау, 

Пользуясь уравнешемъ (921), находимъ: 

4 ат ие. 4= 
(у а — в @чи-+^). . 024) 

Здьсь 2, у, 2, суть координаты сферы; 2, у, =& точки лежащей 
внутри сферы. Слфдовательно уравнеше (924) показываетъ, что р внутри 

жидкости положительно. Итакъ, всЪ три услошя равновфая оказались 
удовлетворенными. Слфдовательно сфера есть одна изъ формъ равновфая 
свободной жидкости. 
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ГЛАВА У. 

Гидродинамика. 

Уравненя гидродинамики. 

$ 435. Гидродинамикою называется учеше о движеши жидкости. 

Переходъ отъ уравненй равновфся жидкости къ уравнешямъ движе- 

я совершается весьма просто при помощи начала, Д’Аламбера (см. 5 378): 
стфитъ только выразить, что потерянныя силы находятся въ равновЪейи; 

для этого достаточно замфнить въ уравнешяхъ (912) равновфея жидкости 

дЬйствительныя силы рХ рУ рй потерянными 

422). 4@у\. ры 

,(х—); г); (2-м). 
Получимъ уравнешя движен!я жидкости: 

1 р _ 45 
а В 

в 
тр =Е к р ИИЙ (925) 

1.00. а 

ИА 
Однако въ этомь видф нельзя пользоваться непосредственно этими 

уравнешями по слфдующимь причинамъ. Если мы будемъ слфдить за 

какою-нибудь точкою жидкости, которая имЪла въ моменть & коорди- 
наты &, У, 20, ТО вслфдсте движешя жидкости увидимъ, что въ другой 

моменть # координаты той же точки жидкости будуть уже друмя, напри- 
мръ =, у, 2, потому что точка жидкости перемфстится. Но и вь мо- 

менть &, для разныхъ точекъ жидкости будуть разныя координаты 2%, Уз; 2%- 

Въ уравнешя (925) входять и координаты 2, У 2, и координаты 

2, у, г для разныхъ точекъ, и время &. Вообще необходимо различать 

точки жидкости, которыя движутся оть точекъ пространства, чрезъ кото- 
рыя онф проходять. Эйлеръ даль такое преобразоваше уравненй (925), 

въ конечномъ выводЪ котораго получаются уравненя, содержания только 

координаты 2, у. # точекъ пространства, время # и скорости жидкости, 

существующая въ различныхь точкахъ пространства въ моменть #. Дви- 
жен!е жидкости будетъ вполнЪ опредфлено, если будемъь знать въ каждый 

моменть #, кая скорости имфеть жидкость въ различныхь точкахъ ‘про- 
странства и какъ эти скорости направлены, а это будеть извфстно, если 
будемъ знать въ каждый моменть # для каждой точки (2, у, 2) простран- 

ства проложешя м, у, ш скорости жидкой частицы, проходящей чрезъ 

(в у 2). 



Совершимъ это преобразоваше. Имфемъ: 

@х _ 48 Фу _ @ Ф2 _ 4%. 
ар оф о ас рарсгарутозарее 

_ а ау. 5 =. 

а Зи НГ 
Но м, к,  зависять отъ 2, у, 2. Слфдовательно: 

т Чи ды ди -% 4 

м м 

Вы -=. + ь ... (926) 

42 Че _ дю, де де 3% 

РЕ о мо 
Подставляя эти величины въ (925), получимъ: 

1 р ди ди ди ди 

РЕ ЕТ оы Иа 
У. ди де 9". д» ... (997 
$ д С 9Е а д" д (927) 

1 др _ 08 ди де. дю 
п С АЕ 

Воть каковы уравненя Эйлера. 

Уравнене несжимаемости. 

$ 486, Для опредфлешя движеня жидкости нужно къ уравнешямъ (927) 
присоединить еще услоше несжимаемости жидкости, если изслфдуемъ дви- 

жеше капельной жидкости. Выведемъ уравнеше, выражающее это услове. 

Вообразимъ себф внутри жидкости какую-нибудь замкнутую поверх- 

ность, заключающую въ себф опредфленный объемъ жидкости. Если жид- 
кость месжимаема и сплошная, то количество жидкости въ такомъ объем, 
будеть одинаково несмотря на движеше: сколько въ него будеть прите- 
кать жидкости, столько же ея будетъ выходить изъ этого объема. Обозна- 

чимъ чрезь У скорость жидкости въ какой-нибудь точк® замкнутой по- 

верхности, отложенную отъ этой точки въ видф вектора; обозначимь 
чрезъ = уголъ, составляемый скоростью У съ нормалью. Тогда по теорем 

(904) Остроградскаго имфемъ: 

енто ЕН оо 
/ Г 605 = . 45 представляеть собою количество прите- 

р въ Ей объемъ жидкости. Это количество, какъ мы только 

что замфтили, равно нулю. Оно равно нулю для всякой замкнутой поверх- 

ности, проведенной внутри жидкости—при всякихъ предфлахъ интегращи. 

. 

| 
- 
} 

| 
| 

я 
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Поэтому должна равняться нулю стоящая подъ У НИ у правой части 

уравненйя (928) величина - == ы я . . Итакъ услове несжимаемости 

и силошности жидкости таково: 

д 0 ди 
ты ть ЛЬ 9299 

Установившееся движене. 

$ 437. Установившимся или сташонарныме движешемтъ жидкости назы- 
вается такое ея движеше, при которомъ во вефхъ точкахъ пространства, 

занимаемаго жидкостью, скорости проходящихъ чрезъ нихъ жидкихь ча- 
стицъь сохраняютъ свою величину и направлеше, давлешя и плотность 

сохраняють свою величину, такъ что: 

о: % 0; о 9р 
9 9 9 9 

При такомъ движени всЪ точки жидкости, проходяшйя чрезъ какую- 

нибудь точку пространства, движутся одна за другою по одной и той же 
траектории; каждая такая траекторя называется лмимёею тока. 

Обозначимь чрезь У скорость жидкой точки, чрезь м, г, ш ея про- 

ложеня на оси координать. Будемъ опредълять положеше точки на дан- 
ной лини тока длиною дуги 5 пройденной точкою по этой лини оть нв- 

которой данной точки. Тогда 

0930 

4х а ы 
такъ какъ д, ; ЕВ = суть косинусы угловъ наклонешя элемента 4 

лин тока къ осямъ координатъ. Положимъ, что дЪйствуюция силы имфють 

потенщаль (7. Замфнимь въ 1-мъ изъ уравненй (927) величины м, , № 
ихь значешями изъ (931). Получимъ: 

ыы. 2 (7 -ЗАВАМ ВАМ 4 90 19 
0 48 оу 8 д 8] 0% р 0% 

или: д 
Са 

ие) Ев. 
48 95 р 05’ 

точно такъ же выводятся: 
ду 

ты (а) ма 
@ 9 роду 

92 «(› =) а) 14, 
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Помноживъ эти уравненя, соотвЪтственно, на = 4$; ы 4$; Е 45, и 
сложивъ, получимъ: о 

2 а (7) =в—* еее: = 
а р 

Интегрируя, получимъ: ; 
1 

7? 
ЕЕ а . 
а р 

Это выражен имфеть постоянную величину на всей линёи тока (для 

каждой лини тока можеть быть своя постоянная величина). Если жид- з 

кость однородна и несжимаема, 10: 

[*=? | 
р р 

и уравнеше (932) обращается въ 
. 
0+0, 

ИЛИ: 
, 

. 
рев (о+0— 1) ми (ОВО), 

Теорема Бернулли. 

$ 438. Если жидкость находится подъ дьйстыемъ силы тяжести, то, 
взявъ ось & внизь по вертикали, имфемъ: 

Й = 92. 

Тогда, (933) обращается въ: 
р: 

ре (+ — ”. 

Это уравнеше обыкновенно выражается въ видЪ: 

. 
тие: +В —;=Н. 
20 9 

тдВ Н есть нфкоторая постоянная величина. Формула (934) называется 

уравнешемьъ Бернулли и служить исходнымъ пунктомъ идравлики—науки, 
изучающей движеше воды въ трубахъ, рфкахъ, каналахъ и водяные двигатели, 

НВ 



Чаеть ГУ. 

Бьглый обзоръ общаго строя математи- 
ческихъ наукъ. 

ГЛАВА 1. 

О бзоръ. 

Вступлене. 

$ 239. Предлагая этотъ обзоръ математическихь наукъ, я далекъ быль 
оть мысли представить ихъ строгую классификащю. Цфль этого обзора 
состоить въ томъ, чтобы дать возможность читателю хоть сколько нибудь 
оглядфться среди назван различныхь отраслей математическихь знанйй, 

чтобы читатель зналь. къ какому отдфлу математики онъ долженъ обра- 
титься для отьискашя того, что ему можеть понадобиться. При составле- 
и этого обзора я пользовался болфе всего университетскими програм- 

мами, оглавлешемъ издаваемой Буркхардтомъ и Мейеромъ математиче- 

ской энциклопеди: Епсуорй@е 4ег шаВетайзенен \У1взелзваЙел ши 

ЕйшзеВизз 1Вгег Апуепациарей. Негаозресеъел уоп Пг. Н. ВигКВага% 
ип@ Ог. \У. Егали Меуег. (6 томовъ по 40 листовъ, приблизительно, въ 
каждомъ) и указателемьъ статей Математическаго Сборника. 

1. Чисто-математическ!я науки. 

Чисто-математичесыя науки можно подраздфлить на три большия группы: 

А. Аритмолоню, изучающую прерывныя функщи. 

Б. Анализь, изучающий функщи мепрерывныя. 

В. Геометрйю. 

Но эти отдфлы имфють между собою много точекъ соприкосновешя. 

Очень часто подъ анализомъ разумфють именно дифференщальное и 

интегральное исчислеше. Высшая алгебра занимается тоже и непрерыв- 
ными функшями, но она, по духу, ближе къ теорйи чиселъ, чфмъ къ инте- 

тральному исчислению. Поэтому мы будемъ придерживаться менфе стро- 
гаго, но болфе практичнаго дфлевя, проведеннаго въ оглавлени къ упо- 

мянутой энциклопеди. 
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А. Ариеметика и Алгебра. 

1) Элементарная ариеметика. 
2) Элементарная амебра. 

Теоря чиселъ. 

$ 240. 3) Теория чисель. Эта наука, сравнительно еще молодая, об0с0- 

бившаяся только въ первой половин ХТХ-го столфийя, а потому еще не 

такъ сильно развита какъ анализъ, но ей предстоить широкое разви, 
потому что она захватываеть огромную обдасть ирерывных» функщй. Пря- 
мымьъ предметом ея изслфдованя служать июлыя числа и числовые за- 
коны. Числа же именно и являются представителями прерывныхъ функшЙ, 
потому что въ натуральном рядЪ чиселъ: 

1, 2.28..65; 6,1..8; 9720, Пал. 2 298 

переходъ отъ одного числа къ сосфднему является уже скачкомь чрезъ 
всф промежуточныя дроби и иррашональныя величины. Напримврь въ 

промежутк между числами 1 и 2 заключается и безконечное число дробей 

(папримбрь 3 +.) и множество ирращональныхь величинъ (напри- 

мфрь У 2, УЗ), но теоря чисель ими не занимается, а изучаеть только 
цфлыя числа. Она изучаеть также числовыя функщи, имбюпия суще- 

ственно прерывный характеръ. Примфромъ числовой функщи можеть 

быть, напримфръ, такая: число чисел» менышиль даннаю числа п и пер- 
выть с5 ним. 

Однимъ изъ главныхъ оруд@ теор чиселъ являются сравнения. Если 

разность а—® длится безъ остатка на число р, то пишуть: 

(Же ара) 

и выговаривають: а сравнимо съ ® по модулю р. НапримЪръ: 

= (мод. 3) 

25 =4 (мод. 7) 

Свойства чисель можно было бы изслфдовать при помощи неопред»- 

зенныхъ уравненй или при помощи непрерывных» дробей: и ть и друйя 

стоять въ тесной связи со сравнешями; но особенное удобство сравненй 

заключается въ томъ, что они имфютъ много общихъ свойствъ съ урав: 

нешями. Сравненя бываютъ (какъ и уравненя) различныхь порядковъ. 

Особенно важную роль въ твори чисель играютъ числа иервоначаль- 

ныя, которыя дрлятся только на себя или на 1, каковы: 1, 2, 3, 5, 1, 
11, 13, 17, 19, 23, 29... я 

Типическою теоремою теор чисель можеть служить, напримфръ, 
такая: если р есть число первоначальное, то величина 

193. .,: Ф— Эа 
ы 
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Отълится на цъьлое на р. Напримфръ: 

1.2.3.4.5.6-1 721 

Л 7 

Кромф сравненшй въ теор чисель имфють большое значене воря 
квадратичныхь формь и особенное, изобрЪтенное профессоромъ Н. В. Бу- 

таевымъ, учеше о числовыхь производныхь, дфйствующее надъ числовыми 

функщями способами похожими на способы дифференщальнаго исчислешя. 

Величайший изъ современныхъь химиковъ Д. И. Менделвевъ и такой 

тлубок знатокъ аритмоломи какъ Н. В. Бугаевъ надфются, что именно 

аритмоломи и суждено проникнуть тайны перюдическаго закона хими- 

ческихь элементовъ, такъ какъ атомный вЪсъ элементовъь есть функшя 
существенно прерывная “). 

Профессорь Н. В. Бугаевь въ своей рфчи, произнесенной имъ на 
Цюрихскомь конгрессф математиковь въ, 1897 году и повторенной имъ на 

Х-омъь създф натуралистовь и врачей въ Юевф, высказать по поводу 

будущности аритмологи, въ необыкновенно красивой форм, цфлый рядъ, 

ваглядовь на судьбы философ, отличающихся тлубиною и оригиналь- 

ностью. Я не могу отказать себЪф въ удовольстви привести хотя бы сухов 
извлечене изъ рЪчи знаменитаго нашего математика. 

Н. В. замфчаетгь, что математичесыя науки должны были оказывать 
сильное воздЪйстве на философскую мысль. Математика, со времени от- 

крытй Ньютона и Лейбница, очарованная стройностью и мощью анализа, 

развивалась болфе всего въ направлеши изученя непрерывныхь функщй 

и при томъ такихъ, которыя получаютъ опредфленное значеше при дан- 
номт, значени перемфннаго. Явлешя, отражаюцйяся въ математик не- 

прерывными функщями, отличаются своею опредфленностью: данная при- 
чина неотразимо проиаводить извфотное, волн опредфленное, явлеше. 

Подъ вмяшемь необыкновеннныхъ успфховъ въ изучени именно этого 
разряда явлешй, философия невольно увлеклась детерминизмомъ, и въ ней 

явилась склонность сводить къ законамъ ращональной механики не только 
явлешя неорганической природы но даже и явлешя и законы человфче- 
скаго духа. Философия окрылилась надеждою объяснить все какъ нфкото- 

рый механизмъ; челов кт при этомъ становился въ безнадежное положе- 

ше: велик!я начала свободы, красоты, справедливости начинали тускнфть. 

Но воть именно въ ХТХ вфкь обособляется и начинаегь быстро разви- 

ваться аритмоломя, занимающаяся прерывными функшями и такими, 
для которыхъ равно-возможны нЪфоколько значешй при данномъ значени 

перемфинаго. Не повмяеть ли аритмоломя ва философ въ смыслВ про- 

тивуположномъ тому, какъ на нее повмялъ анализъ. Не отвфтить ли она, 
утвердительно на потребность налиего духа высоко держать знамя свободы, 

красоты и справедливости наперекоръ отрицанйо свободы воли? 

== 103 

*) Энциклопедичесьй Словарь Брокгауза и Ефрона, т. ХХ, стр. 328. 
Делоне.—Высшая математика и механика. 26 
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Въ связи съ такими идеями интереснфйшимь вопросомъ современной 
теори чиселъ является изучеше числовыхь (прерывныхъ) функщй. 

Высшая Алгебра. 

$ 421. 4) Высшая Алиебра. Главная цфль высшей алгебры состоить 

въ изучен свойствъ уравнешй перваго и высшихъ порядковъ. 
а) Теортя уравнений содержить въ себЪ строгое доказательство того, 

что уравнеше -го порядка имфеть т корней. Изслфдоване уравненй 

квадратнаго, биквадратнаго, 3-го порядка и 4-го порядка, которыя всЪ 

имфють алгебраическое рЪшеше въ радикалахъ. Теоршя двучленныхъ 
уравненй вида Ал” + В = 0. Опредфлене предфловъ, между которыми 

заключаются корни даннаго уравненя съ числовыми коэффищентами, 

Приближенное вычислеше корней уравнен!я м-го порядка съ числовыми 

коэффищентами. Уравнешя высшихъ порядковъ, въ которыхъ корни суть 

функщи огь одного изъ нихъ. Уравненя Галуа. Уравнешя Абеля. Сим- 

метричесмя функщи (не измфняюнцяся отъ перестановки перемфнныхъ): 

Детерминанты (опредфлители). 

6) Теорйя комбинаци, которая иеобходима для теори алгебраическаго 
рЪшеня уравненй; въ ней изслфлуются различныя перестановки данных 

грушть величинъ и вмяне ихъ на функщи этихъ величинъ. 

в) Теорйя зруппь, проникающая отдьлы а и б, созданная французским, 

въ ранней молодости умершимъ, генальнымъ математикомь Галуа (ба]015). 
Эта теорйя пробрЪтаеть все большее значене и овладфваеть нфкоторыми 

другими отдфлами математики. 

г) Теорёя линейныль преобразований, основанная на теорш опредфли- 
телей. Если имфемъ два уравненя 1-го порядк 

4,2 + Ву = в, 

а, + Ву =, 

то изъ нихъ получаемъ рьшеня: 

знаменатель @.0, — и;б, навывается опредфлителемъ и обозначается такъ: 

а, а, 

в, 

Числители легко получаются по опредфленнымь правиламъ изъ знамена- 
теля. При трехъ уравнешяхь съ 3-мя неизвфстными играеть роль опре- 
двлитель: 

@ Ч @ 

ыы 
6, с; 6 

(см. Алгебра Давидова). 
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Изъ теор!и опредфлителей (детерминантовъ) развилась обширная теорйя 

линейныхъ преобразован, широко пользующаяся символическими обозна- 

ченями детерминантовъ. Она имфеть тфсное соотношеше съ преобразо- 

вашемъ координать: координаты не содержатся въ задачахъ какъ нфчто 
имъ присущее и неотъемлемое. ОнЪ намъ служатъ для построешя ршеня, 

какъ лфса служатъ для постройки зданя. Поэтому весьма интересно 

узнать, кая величины не измфняются оть лреобразованя координатъ. 

Эти величины назывкются инварьянтами. Линейнымъ преобразовашемъ, 
функщи называется такое, при которомъ перемфнныя замфняются другими, 

связанными съ ними помощью уравненй 1-го порядка. Преобразованя 
Декартовыхь координать суть линейныя. Цфль этой теори нахожденю 
инварьянтовъ (неизмфнныхъ), коварьянтовъ (соизмнныхъ) и другихъ ве- 

личинъ, такъ или иначе относящихся къ преобразованию. 

Теоря конечныхъ разностей. 

$ 449, 5) Теоря конечныхь разностей разсматриваеть не безконечно 

малыя, но хонечныя приращеня перемфннаго и функщи. Представимь себ 
ядъ величинъ: } 

р м, М, Му М», №. 

опредфляемь ихъ разности: 

Аи, =и, — мо; Ам, == и, — %;; Аи = и, — м... 

называемыя первыми разностямн; составляемь разности этихъ 1-ыхъ 
разностей: 

Аи, = Ам, — Ао; АЗ, = Аи, — Ам; А?и, — Аи, — Ащ,... 

и такъ далфе, такъ что получается таблица: 

ССЗ Е МЗ ОМИ п х ре Гримтро: 

Аз 

| 
Е 
ен 

нЕ 

| 
| 

Пользуясь этими разностями устанавливаютъ формулы нЪзсколько сходныя 
съ формулами дифференшальнаго исчисленя. Получается исчислеше 0со- 

бенно удобное для приближенныхь вычисленй, 
26+ 
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Б. Анализъ 

$ 443. Дифференщальное и интегральное исчислешя, составляюния су- 
щественную часть анализа, какъ мы надфемся, уже охарактеризованы въ 

основномъ текст настоящей книги. Номы ие касались мнимаго перемфн- 

наго, введене котораго необыкновенно расширяетъ кругозоръ математика и 
характеризуеть новфйшую математику, о немъ мы скажемъ впослдети 

ифсколько подробне; мы не касались многихъ весьма важныхъ рядовъ, 
непрерывныхь дробей и проч. ЗатЬмъ къ анализу относятся еще слф- 
дующце отдфлы. 

1) Общая теотя функц, унсняющая свойство функщй именно при 

помощи мнимаго перемвннаго г равнаго 2 -- у/И —1 (0 ней скажемъ впо- 
слЪдетв м), 

$ 424. 2) Эллиптическая функиби. Еслибы мы не имфли понят о три- 
тонометрическихь функщяхъ 3%; с0з, 0, то не могли бы взять 

ЕЕ Ще 
12 Ут’ 

которые по формуламъ (430) и (432) равны 47402 и а’зта. Весьма 

вфроятно, что и теперь мноме интегралы недоступны нашему вычислению, 
только потому, что мы не знаемъ-многихь простыхъь функщй. Поэтому 
прямой и весьма интересный путь для.нахождешя интеграловъ неподдаю- 
щихся обыкновенному вычислению заключается въ нахожден свойствъ, 
тЬхъ новыхъ функц, которыя ими выражаются. 

Ближайшими функщями къ 47Ё9х, а’зтж, агс08 < по виду выражае- 

мыхъ ими интегралов будуть тв, которыми выражаются интегралы: 

ах 

У 42? + Вл - 0+ П 

содержание въ знаменатель радикаль (квадратный) и подъ этимъ ради- 

каломъ алгебраическую функцию 3-го порядка. Если подъ радикаломъ со- 

держится алгебраическая функщя 2-го порядка, то интеграль выражается 

хотя сложными, но состоящими изъ знакомыхь намъ функций выраже- 
шями (см. 5 263—265). Но если подъ радикаломъ стоить алгебраическая 

функщя 3-го порядка, то интеграль не поддается обыкновеннымъ вычи- 

слешямъ. Между тЬмъ таке именно интегралы встр®чаются очень часто 

въ различныхь вопросахъ. Напримфръ точное ршен!е задачи о маятник» 

приводится ($ 399, формула 819) къ такому интегралу. Гешальныя изы- 

скашя Абеля и Якоби поставили вопросъ объ изучеши такихъ интегра- 
ловъ на надлежащую почву изучешя новыхъ функщ, несоставляемыхь 
изъ обыкновенныхь простыхъ функц, какъ 3 не можеть быть со- 
ставленъ алгебраическими дЪйствями. Эти интегралы называются элли- 

итическими, 
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Однако несравненно удобнфе имфть дфло съ прямыми тригонометри- 
ческими функщями 5842, 05 х, вх, чЧфмъ съ обратными а’ т, а” 008 2, 

а79 = такъ какъ первыя лучше преобразуются однф въ друйя, чфмъ 
посльдня. 

Интересно. слдовательно, изучить функши обратныя эллиптическимь 
интераламь. 

Разсмотримъ сначала переходъ, напримфръ оть а’зйьх къ зв х. На- 

зовемъ чрезъ О’ интеграль ы 

Имфемъь: 
; 

= у: 
Ут 

® 

зт 0 = =. 

Итакъ прямая тригонометрическая функщя 3 О’ равна верхнему пре- 
= 

откуда: 

Дау въ |, выражающемъ обратную тригонометрическую функцию аз х. 

Сообразно съ этимъ, эляинтическою функиеею называется верхний пре- 

дЬть эллиитическаго интеграла: 

УЗЫ 
уу, У 42 + Ва + Се +П 
$ 

Оказалось, что эти функщи представляють высок!Й математичесьй инте- 
ресъ по гибкости, съ которой онф подчиняются весьма красивымъ пре- 

образовашямъ и по тому, что онф оказались двояко-перодическими. 
Въ послфдшя 30 лЬтъ, благодаря Вейерштрассу, Ермиту, Шварцу и 

другимъ, эллиптическя функщи изслфдованы весьма обстоятельно. Вейер- 

штрассъ показалъ, что вс эллиитичесмя функщи выражаются алгебраи- 

чески чрезъ одну функщю Р, опредфляемую дифференщальнымь урав- 
‘ненемъ: ар 

(%) ФФ) 
тдЪ е,, е,, е,, суть нЪкоторыя постоянныя. 

Эта функшя Ри называется вейерштассовскою функщею. 

Эллиптичесыя функщи получили свое назваве оть того, что дуга 
эллипса выражается эдлиптическимь интеграломъ. 

$ 44Б. 3) Сферическля функцги суть таыя фуньши 7, которыя удовле- 
творяють уравненшю Лапласа. 

ау: ода (0АЯ 
даа д ео 
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Съ этимъ уравнешемъ тЬсно связаны: гидродинамика, теор: притя- 
жешя, электричества, теплопроводности и проч. Поэтому ихъ теоря по- 

дучила широкое развит, стоящее въ связи со многими другими отдфлами 

чистой математики. 
$ 246. 4) Варьящонное исчислене. Въ дифференщальномъ исчисле и 

давая перемфнному 2 прирашеше 4х, мы переходимъ оть одной точки 
кривой къ другой ея точкЪ. Въ варьящонномъ исчислен!и переходимъ оть 
точки данной на кривой къ ближайшей точкЪ лежащей на другой сосфд- 
ней кривой. Въ дифференщальномь исчислеи мы отъискиваемъ макси- 

мумы и минимумы, которыхъ достигаеть { (2) при измфнеши икса; — 

ищемъ, при какомъ иксЪ / (2) получить наибольшее или наименьшее зна- 
чене. Въ варьящюнномъ исчислени мы м8няемъ самую форму функщи 

и отыскиваемъ при какой форм функщи 

ау Ру 
ев) 

получить наибольшее или наименышее значене интегралъ 

й ау ау |! (каш) 
; 

Этимъ исчислешемъ рёшаются таке вопросы: 
Найти кратчайшую линю между двумя точками на данной поверхности. 

Провести между двумя данными точками Аи В такую кривую, чтобы 
при вращении ея плоскости около лежащей въ этой плоскости прямой о 

получился бы наименышй объемь АВСЛ. 

Провести между двумя данными точками А и 

В такую кривую, чтобы площадь АВСШ (фиг. 294) 

А была наименьшею. 

Вс задачи механики можно свести къ варья- 
щонному исчислению. 

с $ 247, 5) Троря непрерывныхь зруппь преобра- 
$ зованйсоздаше знаменитаго Софуса Ли представ- 

ляеть собою необыкновенно глубокое и въ то же 
время поразительно ясное сплетеше идей аналитическихь, геометриче- 
скихъ и механическихъ, дающее ВОЗМОЖНОСТЬ свести въ одно цфлое самые 

разнообразные способы интегрировашя дифференщальныхь уравнен!й. 
Лучше всего конечно эта теоря изложена въ объемистомъ сочинени Ли: 

Тиеотве 4е’ ТтапзуоттаНопздтиррен, 5. Тле. Читая эту книту, не знаешь 
чему болфе удивляться: глубинф ли и обширности познанй Софуса Ли 
по всфмъ отдфламъ математики или стройности эданя, которое онъ по- 

строилъ. Нигдф геометря не сплетается съ анализомь такъ тБсно какъ 
у Ли и нигдЬ они не поясняютъ взаимно другъ друга такъ поразительно, 

Фиг. 294. 

и 
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хакъ въ этой книгБ: это какъ бы сводъ всфхъ математическихь учешй 
воедино. Опредфлить въ краткихъ словахъ или охарактеризовать ее типи- 
ческимъ примбромъ потому и трудно, что Ли, составивъ ее изъ самыхъ 
отдаленныхь одна оть другой математическихь теор, силотиль ихъ въ 
такое сплошное цфлое, которое представляется вылитымтъ изъ одного куска. 
Онъ замфтиль, что главные способы матемитики это преобразовашя, оцф- 

нить капитальное значеше грушть Галуа, проникъ въ самую глубину 
связи дифференщальныхь уравненй съ движешемь и съ теорею касашя, 
освЪтиль это все геометрею, широко воспользовался такими обобщенями 

какъ геометИя многихъ измфренй и неэвклидовы геометри и создать 
такую теор!ю, которая еще не можеть быть достаточно оцфнена совре- 
менниками, но несомнфино почтется величайшимь математическим про- 
изведенемь ХТХ-го вфка. Теоря Ли это сведене математики въ одно 

цфлое. Геометрия въ ней настолько все проникаеть, что даже интегри- 
рующий множитель получаеть геометрическое представлеше. По умфно 

все пропитывать и освЪщать геометрею съ Софусомь Ли можеть посно- 

рить. въ нашъ аналитическй вЪфкъ, развф только Ф. Клейнт, — знамени- 
тый профессоръ Геттингенскаго университета %). 

В. Геометрия. 

$ 448. 1) Элементарная Геометрия. Ч 

2) Тригонометря, какъ она трактуется въ нашихъ тимнамяхъ, тдь 
ее сводять къ ученно о рёшени треугольниковъ. Она можеть быть отне- 

сена къ анализу, если ее разсматривать какъ учеше о функшихь выра- 
женныхь верхними предфлами интегралов: 

= 

Л, 
5 

и 0 соотношеняхь между этими функщями. 

$ 249. 3) Оферическая тризонометрия—наука о соотношешяхь между 
углами и сторонами сферическихь треугольниковъ — 
чрезвычайно важная для Астрономйи. 

Основная формула сферической тригонометрии та- 
Кова: 

@х 

605 @ — 6056. 08 с + ть. зто. с08 А 

тгдф а, 6, е суть центральные углы, соотвфтствующе 

дугамъ большихъ круговъ, составляющимъ сферичесый 
треугольникъ (фиг. 295). 4, В, С двугранные углы ме- 

жду плоскостями этихъ болышихъ круговъ. Дуги а, 6. с 

служать сторонами сферическаго треугольника; углы 4, В, С углами его. 

Фиг. 295. 

*) С. Ли, родомъ шведъ, состоить въ настоящее время проффессоромъ 
Лейпцигскаго университета. 
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$ 4650. 4) Аналитическая леометрия. Въ настоящей книг аналитиче- 
ская геометря затронута лишь настолько, насколько она необходима для 
уразумфня анализа: пропущено изсафдоваше общихъ уравненй 2-го по- 

рядка съ двумя и съ тремя перемфнными, особые премы Аналитической” 

Теометрш, геометрйя кривыхъ и поверхностей высшихъ порядковъ. 

< Кромф координать Декартовыхь, полярныхь и сферическихъ, указан- 

ныхъ къ настоящей книг, Аналитическая Геометр!я пользуется многими 

другими системами координатъ: трилинейными, однородными, элаиптиче- 
скими, криволинейными и проч. 

Кром обыкновенныхь указанныхь нами способовъ, она еще поль- 

зуется: проэктивнымъ способомъ (о немъ скажемъ, когда дойдемъ до гео- 

метр положеня), способомъ взаимныхъ поляръ, теорйею линейныхъ пре- 
образовай и проч. 

КромЪ точекъ, лин и поверхностей она разсматриваеть еще боле 

сложныя формы, напримфръ Плюккеровсые хомлексы прямыть. Примфромъ 

такого комплекса можетъ служить совокупность вофхъ прямыхъ касатель- 

ныхъ къ поверхности трехоснаго эллинсоида. Менфе сложныя совокупности 
составляются изъ такихъ прямыхъ, которыя принадлежать одновременно 
двумъ комплексамъ; тая «перестченя» двухъ комплексовъ называются 

конпруэншями. Примфромъ контруэнщи можеть служить совокупность пря- 

мыхъ, пересфкающихь двф данныя прямыя непараллельныя и непересф- 
кающяся между собою. Наконець совокупность прямыхъ, принадлежа- 
щихь одновременно двумъ конгруэнщямъ, составляетъ линейчатую поверх- 
ность. Напримфръ, если изо всфхъ прямыхъ, составляющихь конгруэнцию 
прямыхъ пересЪкающихь дв данныя прямыя, отберемъ только т, кото- 

рыя параллельны данной плоскости, то получимъ гиперболичесый па- 
‘раболоидъ. 

Аналитическая Геометря изслфдуеть отдфльно линш 1-го, лиНи 2-го, 

3-го и 4-го порядка и начинаетъ изслЬдовать лини порядковъ выше 4-го. 
Такъ же и съ поверхностями. 

Кривыя и поверхности болфе всего характеризуются особыми точками 

и теперь изслфдоване особыхъ точекъ уже поставлено на надлежащую 

высоту. Теоря особыхъ точекъ оказалась стоящею въ тЬсной связи съ 
общею теофею функц комплекснаго (мнимаго) перемфннаго. Вообще въ 
математикЪ мномя ея отдфльныя отрасли тфено переплетаются между со- 

бою, и именно точки соприкосновеня отдфльныхь областей математики 

и представаяють наиболышй интерес. 
$ 4561. 5) Геометрйя положеня—геометрия, очищенная оть всякаго 

анализа, единственная математическая наука, не имфющая никакого дфла 
съ величинами, а только съ относительнымъ положешемъ точекъ лин и 
поверхностей. О теоремахъ такого характера; не имфющаго дфла съ ве- 

личинами, можно дать нфкоторое поняме слфдующею задачею и способомъ 

ея рЬшеня. 
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„Задача. Провести чрезъ точку эт (фиг. 296) прямую, проходящую 
чрезъ точку пересфчешя двухъ данныхь прямыхь 2/№ и Р®, которыя 
до этой точки пересЪченя не продолжены. 

Ртиене. Проводимь чрезъ т-кащя нибудь прямыя 5Р и ЛИТ. Соеди- 
няемъ Р съ 1, Т съ 85. Получаемъ на пересфчени прямыхъь РМ и 78 
точку О. Чрезъ О проводимъ какъ нибудь 

прямую 04. Получаемъ точку пересфчешя о 

п дагоналей 59 и РТ образованнаго 2-го 

четырехсторонника браТ. Соединяя т съ п, А 
получимъ искомую прямую АВ, которая р 
пройдеть чрезъ пересфчеше №ММ№ съ РО. к 

Мы здфеь не приводимъ доказательства В 

справедливости такого ршеня, но приво-  Р ® 
димь самое рЬшене, чтобы показать, что 

въ немъ мы не откладывали никакихъ ве- 
личинъ, ни длины, ни угловъ: все устроилось нахожденемъ различныхъ 

точекъ пересфчешя между собою проведенныхь прямыхъ. 

Методъ Геометри положешя проэктивный. Совокупность прямыхъ вы- 
ходящихь изъ точки О называется учком», О—ентръ пучка (фиг. 297). 

Эти прямыя называются также ироэктивными лучами. Пересфчемт пучекъ 

прямыми ад и а'0'. Точки а''с'0’ второй прямой называются проэкщями 

Фиг. 296. 

Фиг. 297. Фиг. 298. 

точекъ а, 6, с, д первой прямой. Проэктивные лучи устанавливають нерснек- 
пивное соотвЪтстые между точками аиа', Би, сис, ди д’ (вообще 
между точками первой и точками второй прямой); соотвЪтственными на- 

зываются точки, лежашя на одномъ и томъ же лучЪ. Прямая называется 

рядомь. Перспектива—это самое простое соотвфтете пучка съ рядомъ; 
ряды ад и а’0' находятся въ перспективномъ соотвЪтств и съ пучкомъ 0. 

Разсмотримъ соотвЪтствйе болфе сложное (фиг. 298). Два пучка О и 0’ 
находятся въ перспективномъ соотвтстви если соотвфтственные лучи про- 
ходять чрезъ однф и т же точки какого либо ряда ММ. ПересЪчемъ пу- 
чекъь О рядомь АВ, пучевъ О' рядомь ЕЛ. Возьмемъ два новыхъ пучка, 
Си С" такъ, чтобы между пучками Ои С было установлено перспектив- 
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ное соотвфтстье рядомь АВ, и между пучками О’и С’ было установлено 
перспективное соотвфтстве рядомъ ЕД. Пучки Си С' будуть находиться 
въ проэктивномь соотвлствш, а именно будуть соотвфтственны лучи 

1 0 1', 2 съ 2', Зо 8', 4 съ 4', и такъ далфе, Въ Геометри положе- 

я доказывается, что геометрическое место точекъ пересфченя соотвЪт- 

ственныхъ лучей, находящихся въ проэктивномьъ соотвфтетвш, есть кривая 
2-го порядка. Лучше сказать, таково опредфлеше кривой 2-го порядка, да- 

ваемое Геометрею положешя, и изъ него она выводить всЪ ихъ свойства. 

Замфчательна теорема Паскаля, состоящая въ слбдующемь: возьмемь 
на кривой 2-го порядка кая либо 6 точекъ, соединимъ ихъ 6% какомь 

зуюдно порядкъ послфдовательными прямыми, назовемъ ати прямыя цифрами 
1, 2, 3, 4, 5, 6. Точки переспчменя прямыхь 1 м 4, Зи 5, Зи 6 лежать 

на одной прямой. 
Существуегь взаимная Паскалевой теоремф теорема Браншона: жря- 

мыя (1,4), (2,5), (3,6) переськаются вь одной точкъ *). 

Эти теоремы позволяють, по даннымъ 5 точкамъ кривой 9-го порядка, 

найти сколько угодно остальныхь ея точекъ. Кривая 2-го порядка, оказы- 
вается, вполнф опредфаяется такими 5-ью точками, изъ которыхь ника- 
ыя три не лежать на одной прямой. : 

Геометрия подожешя захватываегь теорйю кривыхъ и поверхностей 

высшихъ порядковь и теоршо Илюккеровскихь комплексовъ. 
6) Проэктивная Геометрия. Наука, въ кото- 

рой вс теоремы геометри положешя выводятся 

пользуясь свойствами нЪфкоторой формулы, назы- 

ваемой ангармоническимь отношешемъ, 
Основная теорема Проэктивной Геометрии за- 

ключается въ слфдующемъ. 
Если данный пучекь четырехъ прямыхъь ОА 

Фиг, 299. ОР, ОР', ОБ, (фиг. 299) пересфченъ прямою въ 
точкахь 4, Р, Р', В, то каково бы ни было 

положеше этой прямой, величина ангармоническаго отношеня. 

АР. Р'В 
АР'. РВ 

остается постоянною. 
7) Высшая Геомепия. Если не обращаютъ внимаве на то, какими 

способоми излагаются теоремы Геометри положешя и Проэктивной Гео- 

метрии, то научное изложеше этихъ теоремъ называюгь Высшею Геометрею. 

_ $ 252. 8) Неэвклидова Геометрия. Постулать Евклида, состоящие въ 
томъ, что чрезъ одну точку можно провести только одну прямую параллельную 

данной прямой, не обладаеть такою убфдительностью какъ друпя акоюмы 

математики. Было много попытокъ доказать его, но всф онф не увфнчались 

*) Здьсь цифрами обозначены самыя точки на кривой. 
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усифхомъ. Наконець нашъ знаменитый матемаликъ Лобачевскй выяснить 

дВло совершенно особеннымъ премомъ: доказать положеше Евклида зна- 

чить показать, что оно вытекаеть изъ другихъ аксюмъ; это можно сдф- 
дать только въ томъ случаф, если постудать Евклида не представляеть 
собою самостоятельной аксюмы. Если же онъ представляеть собою само- 

стоятельную аксюму, независимую отъ прочихъ, то и не можеть быть 

ихъ слЬдетыемъ. Напротивъ того въ этомъ случа, отвергнувъ справедли- 

вость постулата, можно построить геометрию. которая не войдеть въ про- 
тиворь"е ни сама съ собою, ни съ другими аксомами. Лобачевский и 

построить такую геометрию и доказаль этимъ, что постулать Евклида или 
представляеть собою совершенно особую акс1ому и потому не можеть быть 

доказанъ, или невфренъ.. Такую же отвергающую постулать Евклида 

геометр№ю намфтиль Риманъ. Эти три геометр!и характеризуются слфдую- 

щимъ: по Евклиду— пространство безконечно и неограниченно, по Лоба- 
чевскому оно безконечно, но ограничено, по Риману оно конечно, но без- 

гранично. Въ послфднее время Визе! написать превосходную и самую 

полную монографию по атому вопросу: Заслуга Лобачевскаго тромадна во 
первыхъ потому, что онъ совершенно строго показаль невозможность 
доказательства постулата Евклида и этимъ избавиль математиков оть 
заблужден. Во-вторыхъ, благодаря ему подвергаются весьма, плодотвор- 
ной критик аксюмы геометри и ихъ значене. Наконець Лобачевскй 

открылъ своимъ способомь множество совершенно новыхъ горизонтовъ въ 
наук. Что же касается постулата Евклида, то можно искать замены его 

болте очевидною акс1омою, но доказывать его, то есть выводить изъ другихъ, 
аксюмъ, это напрасный трудъ. который ни къ чему не можеть привести. 

9) Геометрия мноихь измърений иди теоря мноюобразй. Обобщая 

формулы Аналитической Геометри можно сказать напримфръ, что: 

27 + у? = В? выражаеть въ плоскости окружность 

27 ну’ = Е? выражаеть въ простанствв 3-хъ измфренй сферу. 

ул -н О? = В? выражаеть сферу въ пространств\ 4-хъ измвренй. 

Но при этомъ никакъ нельзя думать, что существуеть реально простран- 
ство 4-хъь измбренй. Пространства 4-хь измфренй мы и представить 

себЪ не можемъ. Т№мь не менфе такой способъ выражалься, вводя слова, 

сфера или плоскость 4-хъ измфренй, весьма полезенъ, возбуждая мысль 

объ аналомяхъ и особенно красиво приложенъ Софусомъ Ли къ теорм 

интегрирован!я дифференщальныхь уравненй. Формы изучаемыя въ про- 
странствахъ какихъ бы то ни было измфренй называются мноюобразёями. 

$ 453. 10) Исчислене положений — Геометрая, въ которой аналитиче- 
скя дЪйстья производятся не надъ координатами, а надъ самими линями 

и поверхностями, обозначаемыми нфкоторыми величинами. Сюда же отно- 

сится меоргя эквиполдениь Беллавитиса. 
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11) Теоря кватернтоновь. Желая освободиться отъ координатъ. вно- 

сящихъ въ задачу много ей чуждаго, англ св математикъ Гамильтонъ, 

создаль особую науку—теоршю кватернюновъ, въ которой строго разли- 

чаются величины не имфюнуя направлешя (потенщалтъ, плотность) назы- 

заемыя скаларами (ЗсаЙаг) отъ величинъ имфющихъ направлеше (сила, 

скорость) называемыхь векторами. Надъ векторами производятся особыя 

дЬйстыя (операщи) помошью особыхъ символовъ, удлиняющихъ или уко- 

рачивающихъ векторы, вращающихь ихъ на опредфленный уголъ и проч. 

Эта теойя игралабы весьма важную роль въ механик и физик®, есаибы 
вс согласились ее примфнять и привыкли бы къ ея сложнымъ обозна- 

чешямъ, въ которыхъ, безъ достаточнаго навыка, легко спутаться. Не- 

давно возникло между математиками различныхъ странъ особое общество, 
распространяющее эту теорию. 

$ 454. 12) Начертательная Геометрёя. Когда представляютъ на 
плоскомъ, чертежф пространственные предметы, то приходится укорачивать 
удаляющяся лини. Напримфръ въ изображени куба (фиг. 300) ребро ВС 

дВлается болфе короткимь чёмь АВ, хотя въ дЪй- 

ствительности всЪ ребра куба равны между собою, но 

на чертежь необходимо укорачивать идупия въ даль 
лини, потому что онф представляются укороченными 

глазу, наблюдающему дЪйствительность. Но какъ велико 

это укорочеше, остается неизвфстнымъ, всаёдстве чего 

по такимъ чертежамъ нельзя узнать истинныхъ разм}- 
Фиг. 300. ровъ лин. Между тЪмъ для механиковъ, инженеровъ, 

архитекторовт, ‘необходимо имфть чертежи, которые 
представляли бы предметы такими (или почти такими), какими они пред- 
ставляются нашему глазу, но давали бы при этомъ возможность точно 
измфрять всЪ лини. Знаменитый Монжь (Мопёе), приглядфвшись къ чисто 
практическимь премамъ, употребляемымь каменщиками и другими ма- 
стерами, создалъ особую, удивительно удобную въ приложешяхъ, науку— 
Начертательную Геометрю, которая даеть возможность получать чертежи. 
похоже на то, что представляется тлазу и позволяюще опредфлять точно 

истинные размфры удаляющихся лин. 

Ортогональною проэкщею точки на плоскость называется основан 
периендикуляра, опущеннаго на плоскость изъ данной точки. Въ Начер- 

тательной Геометрм пространственные предметы изображаются ортого- 

нальными проэкщями ихъ точекъ на горизонтальную плоскость, называе- 
мую планом» и на вертикальную плоскость, называемую фасадом. 

Пусть (фиг. 301) М изображаеть плоскость плана, №— плоскость 

фасада. Положеше точки а будеть вполнф опредфлено, если даны ея 

планъ а’ и ея фасадъ а’, такъ какъ возставляя перпендикуляры изъ 

а'иа" къ ихъ плоскостямъ, получимьъ въ пересфчени перпендикуляровъ 

точку а. Но съ такими системами: плоскостей, составляющихъ двугранный 
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уголь, неудобно обращаться. Поэтому плоскость фасада, вращаюить около 

ребра АВ до совмфщешя съ илоскостью плана (на 90°); тогда получается 
изображеше точки на совмещенном» чертежь (фиг. 302). Ребро АВ на- 

зывается общимьъ прорфзомъ. Не трудно видфть, что планъ а’ и фасадъ а” 

одной и той же точки а лежаль на, 

общемъь перпендикулярь къ АВ. Вы- 
сота, точки а надъ плоскостью плана 

= А С В 

А и’ 

Фиг. 301. Фиг. 303. ° 

равна аа’; разстояше точки а оть плоскости фасада равно аъа’. 
Чертежи начертательной геометр!и представляють собою именно совм$- 

щене плана и фасада (какъ на фиг. 802). Въ начал изложешя этой 
науки прибфгають и къ пояснительнымь чертежамъ, исполняемымъ обы- 
кновеннымь способомъ (какъ фиг. 303). 

Покажемъ—какъ опредфляется истинная длина прямолинейнаго отрЪзка, 
а (фиг. 308). Планъ его а’'6' и фасадъ а"Ъ" заданы совмфщеннымь 

чертежемь (фиг. 304). Если (фиг. 303) 
повернуть плоскость @6’а’ около а’, 

Фиг. 303, Фиг, 304. 

то можно наложить аб на плоскость плана въ положеше АВ. При этомъ 
а'А и "В будуть перпендикулярны къ а’0', и кромВ того 

аА = аа = аа" 

В = 66 = в" 

Отсюда вытекаеть такое построеше на совмфщенномъ чертежь (фиг. 304): 
проводимь изъ а’и 1" перпендикуляры къ а’б’, откладываемъ на нихъ 

а А = ва"; ИВ=Ь". 
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Длина АВ равна длин прямой а, изображенной планомъ аб’ и фа- 

садомъ аб. 

Намертательною геометрею весьма удобно опредфляются лини пере- 

сфченя поверхностей и проч. Она служить не только для практических 

цфлей, но и для научныхъ. Она весьма удобно прилагается къ зномоникь 

— учению о’ построени солнечныхъ часовъ. 

`Перспектива, учалщая изображать предметы совершенно такъ какъ они 
представляются глазу, и 7зеорЕя таюней могутъ быть разсматриваемы какъ 
отдфлы Начертательной Геометрйи. 

$ 255. 13) Дифференшальная Геометрия. Приложене дифференщаль- 
наго исчислешя къ геометрйи, едва затронутое у насъ въ параграфахь 
о кривизнЪ поверхностей, развилось въ особую науку дифферениальную 
зеометую, изслфдующую лини, проводимыя на поверхностяхъ, наложен!е 

поверхностей одна на другую и мноме друме вопросы, представляюнце 
высок интересъ. 

Теория вфроятности. 

$ 256. Если, изъ числа » одинаково возможныхъ событй, р совиа- 

даютъ съ ожидаемымь собымемъ, то дробь Е называется вфроятностью 

ожидаемаго событя. 

НапримЪръ, если въ ящикЪ находится ® шаровъ одинаковой величины, 

изъ которыхъ р бфлыхъ, а остальные черные, то вфроятность вынуть 0%- 

лый шаръ равиа ®. При маломъ числ испытан! вфроятность не иметь 

большого значеня; чЪмъ больше число испытан, тЪмъ большее значеше 

получаеть вЪроятность. Такъ, напримфръ, въ колодф съ двойками имфется 

52 карты, а фигуръ (король, дама, валетъ) 12. СлЪдовательно вфроят- 

ность вынуть фигуру изъ хорошо стасованной колоды равна В т 

Если продфлаемъь небольшое число опытовъ, то отношеше числа вынуйя 

фигуръ къ числу всфхъ опытовъ можеть оказаться довольно значительно 

рознящимся оть |5, но чфмь больше продфлаемъь опытовъ, тм ближе 

это отношеше будеть къ 15; продьлавь напримфрь 1000 опытовь, мы 

увидимь, что отношеше это весьма близко кЪ 5. Такое увеличеше со- 

тлафя между опытомъ.и числами теори вфроятности называется закономь 

большить чисел. 

Наиболфе важное значенше теоря вфроятности пргобрЬтаеть при обра- 
боткф наблюденй. Можно сказать, что во многихь случаяхъ астрономъ, 

пользуюнйся теорею вЪфроятности, но располагаюний неточными инстру- 

ментами, можеть дать столь же точныя цифры какъ астрономъ, ‘обладаю- 

ЩИ боле точными инструментами, но пренебрегающий теор!ею вфроятнести. 

Въ этомъ отношени особенно полезен отдфль теори вфроятности, 

называемый слособомь наименьших» квадратовь. 
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И. Прикладная математика. 

$ 457. 1) Аналитическая механика—наука о движенш, сведенная 
Лагранжемъ на интегрироване дифференщальныхь уравненй извЪстнаго 

типа. Дифференщальныя уравненя механики (769) Лагранжь привелъ къ 

другому виду, относящемуся къ независимымь координатам». Каждая связь 
стВеняеть движеше системы. Въ Декартовыхъ координатахъ каждая точка, 

обладаетъ 3-мя координатами, такъ что число вефхъ координатъ = утроен- 
ному числу точекъ системы. Лагранжт, вводить новыя перемфнныя, число 
которыхъ равно разности утроеннаго числа точекъ системы и числа 
условй. Принявъ эти перемфнныя за координаты, уже нечего боле забо- 

титься о связяхъ. Эти координаты и называются независимыми. Напри- 

мфръ, если точка должна двигаться по сфер\Ъ, то незачфмъ опредфлять ее 

положенще тремя сферическими координатами », ^, ф — достаточно поль- 
зоваться долготою ^ и широтою $. Широта и долгота и будугь незави- 

симыми координатами точки, принужденной двигаться по сфер. 

Эти уравнешя Лагранжа имфють, въ случа существовашя потен- 

щала 0 видъ: 

РИН 

тдв Т живая сила; р = я ‚ 4 независимыя координаты, # значки, отм\- 

чающе различныя координаты. 

Тамильтонъ привелъ уравневя (939) къ весьма ересноВ такъ на- 
зываемой канонической форм: 

Яр АТ), 680) 

а, _ он 
: т Я .. (©40) 

9 _ _9Н 
0; 

$ Н=тТ— С. 
Якоби положилъ основашя теор интегрировашя каноническихь урав- 

ненй (940) механики. Развите ученя о ихъ интег- 

рироваши представляеть собою существенную часть 
аналитической механики. +Р 

$ 458. 2) Теоретическая механика—Наука о дви- / 
жени. Какъ частный случай движешя она изучаеть 
и равновфае. Она заключаеть въ себЪ аналитическую 

механику и всф друме способы изсафдовашя равно- [ р 

вЪая и движешя, какъ напримфръ: 
а) Теорю сложенгя силь и парь. Парою силь на- 

зываются двф равныя и противоположно направленныя 
параллельныя между собою силы Ри —Р (фиг. 305) 

приложенныя къ твердому тЪлу. Разстояще между параллелями, по кото- 

Фиг. 305. 
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рымъ направлены составляюния пару силы Ри —Р, называется плечом = 
пары. Периендикуляръ, возставленный изъ какой-нибудь точки плоскости = 

пары къ этой плоскости, называется осью пары. Векторъ отложенный на 

оси пары и равный произведеню Р на плечо называется моментомь 

пары. Доказывается, что данная пара равносильна всякой другой парф, = 
у которой тоть же моментъ по величинь и направлено. 

Послфдый выводъ этой теорйи, основанной Пуансо (Рой150%), заклю- 

чается въ слдующемъ: всякая совокупность силь, приложенныхь к» раз- 

личнымь точкамь твердао ттьла, можеть быть приведена кь одной силь 

и ко такой парт, моменть которой направдень по этой сидп—то есть 
ко винтовому усилмю. 

Эта теорема теор паръ въ связи съ плюккеровсками комплексами 
породила особую теорйю винтов», въ которой слагаются между собою не 

отдфльныя силы, а именно винтовыя усимя. Подобно тому какъ паралел- 
лограммъ служить для сложешя силъ, — особая линейчатая поверхность 
цилиндроидь служить для сложеня винтовъ. Уравнене цилиндроида таково: 

в (у 20:0: м) 

6) Геометричесме методы въ кинематикф твердых и жидкихь тваъ. 
в) Геометрические методы въ теори движешя твердаго тфла около 

неподвижной точки. 

$ 459. 3) Практическая механика. Обширная наука о приложени 
механики къ машинамъ. 

а) Теорйя упруюсти—учеше о движенш и равновфем упругихъ тфаъ. 
6) Графическая статика — учеше объ особомъ способЪ графически 

(помощью извфстнаго рода чертежей) рЬшать задачи на равновфс!е. 

в) Теорёя сопротивлешя матералов»—учене о прочности матер!аловъ, 

употребляемыхъ при сооружен мапинъ, зданй, плотинъ и проч. и осно- 
ванное на теори упругости и на графической статикЪ учеше о растяже- 

ни, сжат, сгибани, скалывани и крученйи упругихъ тёлъ различной формы. 
г) Гидравлика—учеше о движени воды въ трубахъ, каналахъ и рф- 

кахъ и о двигателяхъ, дЬйствующихь силою воды: водяныя колеса, тур- 
бины и водостолбовыя машины. Въ гидравликЪ же изучаются машины, 

двигаюция воду (насосы и проч.). Кром того гидравлика же изучаеть 

вфтряные двигатели и воздуходувки. 
д) Теормя механизмовь—учеше о передач и преобразованши движеня 

въ машинахъ. 
е) Общая теорфя машинь — учеше о треш и передач работы въ 

машинахъ. 
ж) Термодинамика—учене о теплотВ въ примфнеши къ тепловымъ ма- 

шинамъ, которыя теперь раздфаяются: на паровыя, газовыя и керосиновыя. 
3) Учеше о животныхь двшателять — о работь, сообщаемой маши- 

намъ силою человфка и животныхъ. 
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$ 260. 4) Гатематическая физика. 

а) Термодинамика — учеше о теплотЬ—распадается на изслдоваше 
общихьъ уравненй и законовъ на почвф начала сохранены энергш, на 

учеше о теплопроводности и на кинетическую теор газовъ, въ которой 
тазь разсматривается вакъ совокупность весьма быстро движущихся 
частиць. 

6) Электро-манитизмь — (электричество, магнитизмь, гальванизиь 
и проч.). 

в) Оптика учене о свт. 
г) Акустика—учеше о звукЪ. 

д) Теоря упруюсти. 

$ 461. 5) Астроножя. 
а) Сферическая астроношя, изучающая преобразованы астрономиче- 

скихъ координать. Помощью этихъ-то преобразован астрономь и вы- 
водить заключен объ истинномъ движении свЪутиль, по тЬмЪь кажущимся 
движешямь, которыя онъ наблюдаеть. 

6) Поправки. Положеше свфтиль представляется намь не таким, 
какое ими занимается въ дЪйствительно и. Въ Астрономи изучаются 

способы, при помощи которыхъ освобождаются отъ ошибокь, вносимых 
рефракщею (преломлежщемъ лучей въ атмосфер»), прецесоею, нуташею, 
аберращею и параллаксомъ. 

в) Гводезёя— наука объ измфрени земного шара, 
г) Опредьлене географическихь мЪеть. 

д) Опредфлеше планетных и кометныхь орбить изъ наблюденй. 

©) Небесная механика ученю о движеши небесныхь твалъ. 

ж) Физическая астрономия, 

ГЛАВА ЦП. 

Литература по чистой математик%. 

$ 462. 1) Тоорйя чисель 
Чебышевъ. Теоря сравненй, 1849 г. Ц. 2 р. 50 к. 
Бугаевъ. Учеше о числовыхь производныхъ, 1870, Ц, 3 р. 50 к. 

Саи35. 01393 0пез агИнтейсае. 
Тевепаге. ТЬвогме 4ез пошЪгез, 1830. 2 Уо1. Ц, 120 фр. 
Теп]епле П1тг1е81е4. Уотезипеей ИЪег 7аШеп\еоге, 1879. 

2 Ув]. Ц. 13 мр. 20 пф. Это сочинеше содержить и теорю формъ. 

$ 263. 2) Высшая Алмебра. 
Тотгёнтеръ. Начальная теоря уравненй. Ц, 3 р. 

Ващенко-Захарченко. Высшая Алгебра. 

Тихомандрицк! й. Кратый курсъ высшой алгебры. Ц. Эр. 50 к. 

Делоне. Высшая математика н механика. 2 
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ЗеггеЕ. Соптз 4’а]веъге зарбмепге, 5 е4\., 2 Уо1. Ц, 20 фр. (клас- 

сическй курсъ). 
М еъег. ТевтБиев 4ег А1веьга, 2 Уд]. 1895—1896. Ц. 45 . Луч- 

шее руководство. 
Ващенко-Захарченко. Теорйя опредфлителей и теоря формъ. 
За] топ. 1.653018 ИМтофисф. 10 4Ве шойеги МеВег авефга, 1866. 

Ц. 4 р. 
За] топ. ТВеоме Чег Ипейгеп Тгапзагтайолет. 
$ 461. 3) Теорйя конечныхь разностей. 
Марковъ. Исчислеше конечныхь разностей, 1891. Ц. 2 р. 50 к. 

Въ курсЪ Анализа Штурма, есть кратков изложенше исчисленя ко- 

нечныхъ разностей. 

$ 465. 4) Анализь (дифференигальное и интегральное исчисление), 
Тотгёнтеръ. Дифференщальное вычислене, 1873. Ц. 8 р. 

З+пгш. Соптз 4’Апа]узе Че Г6сое роубеешичие. Ц. 15 фр. Суще- 

ствуеть русс переводъ этой весьма распространенной книги. 

Рощинъ. Записки по дифференщальному и интегральному исчисле- 

нямъ, 1888. Ц. 6 р. 

Алексфевъ. Интегральное исчислене. Ц. 3 р. 

Поссе. Куреъ интегральнаго исчислевшя, 1891. Ц. 2 р. 50 к. 
Шиффъ ВЪра 7. Сборникъь упражненй и задачъь по дифферен- 

щальному ин интегральному исчислешямъ. Ц. 2 р. 

АлексВевъ. Дифференщальныя уравненя. 

Коркинъ. О совокупныхь уравнешяхь съ частными производными 
перваго порядка и нфкоторыхъ вопросахъ механики, 1867. 

Коркинъ и Имшенецкй, два русые ученые, внесийе много новаго 

въ интегрироваше дифференщальныхь уравненй. Къ сожалфнйо труды 

Имшенецкаго очень трудно достать въ продажь, печатались они въ уче- 
ныхъ запискахъь Казанскаго университета 1864 и 1868 г.г. 

Нойе!. Соптз 4е са]сп] шйпИёзипа], 4 тома. Ц, 50 фр. 

Гаигел\. Тгайб 4’Апа]узе, 7 томовъ. Ц. 70 фр. Каждый томъ про- 
дается отдфльно. 

Тот4ап. Сошз 4’'Апа]узе 4е 1’6со]е роубесвиаие, 3 тома, 1894— 
1896. Ц. 45 фр. Содержить теоршо мнимаго перемфннаго. 

Р1саг4. Тгаиё 4’АпаТузе, 3 тома, 1891, Ц. 48 фр.—Содержить теорпо 

мнимаго перемфннаго. 

Негм Це. Соигз 4’Апа1узе, литографированъ. Ц, 30 фр. Содержить 

теоршю мнимаго перемфннаго. 

Вег{гап4. Тгайё 4е са1еш а№егенае] её Че са]си] пиеега]. 
Ц. 145 &. 

Зе 10 Перв. Сотрепёнит 4ег ВоВегеп Апа]узв. Ц. 18 шг. 

Зегге{. Сопгз 4е са]е @Йегел ие] её шёсга]. Ц. 24 фр. 

зы аби 
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Мегау. Гесопз попуеЦез зиг ’Апа]узе шйпИбзипа]е, 1894 — 1899, 
3 тома. Ц. 29 фр. Отличается большою строгостью выводовъ и опредфлений. 

Ра! п1еу6. Те6опз зиг 1е ФВеое апа]уйчие 4ез едпайопз @Шегеп- 
ИеПез. Литографиров. Ц. 20 &. 

Ра! п]еуё. Тесопз зиг Гл\ёота®оп 4ез вапа®опз @егепыеез 4е 
1а шесашие её аррИсайюопз, 1895. Ц. 14 й. Прекрасное руководство 
для изучешя метода Якоби-Гамильтона. 

ТасоЪт. Уотезиизев @Ъег РупашиКк. Ц. 25 й. Классическое сочи- 
нене по интегрирован уравнен!й съ частными производными. 

Соигзаф. [есопз зиг Гииёстайоп 4ез едиайопз аах Чег1убез раг- 
ЧеПез 4и Феихше ог@ге, 2 тома, 1896—98. Ц. 18 й. 

Некрасовъ. Линейныя дифференщальныя уравненшя. 

Анисимов. Линейныя дифференщальныя уравнемя. 

5. Г1е. Тьеоме 4ег ПЙегепйа е1евиисеп, 1892. Ц. 17 &. 

$. Ге, Твеоме 4ег Тгалзгтайопзетиррей, 1888—1893, 3 тома. 
Ц. 72 фр. 

$ 466. 5) Общая теоря аналитическихь функций (теорбя мнимаю 
перемюнналю). 

Покровск!Й. Теоря функщй комплекснаго перемфинаго. Ц, 1 р. 
(основной курсъ). 

В1егшапп. Тьеоце 4ег апа1уйзевен Рипс@олеп, 1887. Ц. 12 г, 

80 рЁ. Составлено по Вейерштрассу. 
Гёгере. Еешене 4ег Твеоме 4ег Еипсйопей ешег сошрехеп 

уегапаегИсвеп Стбззе. 1864. (Основной курсъ). 
ВигкВага+. ЕмВголе 1 4е Тьеоге ег апа]уйзВен ЕипеМопеп 

ешег сошрехеп уегййегИеВей, 1897. Краткое и ясное изложеше теорш 

и новфйшихъ взглядовъ. 
Р1саг4, Уог4ап, Негм 14 е— указанные выше курсы анализа. 
У е!егзфгазз. Мёшоше зиг 1ез ШопсМопз апа1уйдиез оп/огтез 

(переводъ сдфланъ Пикаромъ), 1879. Ц. 15 й. 
Ме! егз%газз. АЪапашисел апз ег Еапсйопешевге, 1886. 

Ц. 18 #. 50. 
Арре! е+ боцгза+. Твеоме 4ез юпсйопз аве“иез её 4е 1еигз 

пиботаЙез, 1895. Ц. 16 й. 
Е. К1е1п. Уетезилеей ЯЪег ЕВештапзеве Е№енеп, Ц. 15 й. 50. 

В1етапи. бгии@]асе г еше аИвешеше Твеоге 4ег Капейолей 
ешег уегёпдегИсвей сошр]ехеп бтбззе, 1851. Классичесый мемуаръ. 

$ 467. 6) Эллиптическя функции. 
Покровск!й. Теорйя эллиптическихь функшй. Ц. 2 р. 25 к. 

На! рьеп. ТгаНё 4ез опейолз еШрИдиез её 4е 1епгз аррИсайотз, 
1891—1891, 3 тома. Ц. 42 &, Весьма полное руководство, содержащее 

новыя формулы Вейерштрасса. 
\е!егз{тгазз. ог Твеоше 4ег еШризевеп Еипейопев. Ц. 3 #. 

э* 
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\У е!егзфгазв. Рогии|ез её ргорозИоиз роиг Гетр!о! 4ез Юпеопз 
еШраиез. Ц. 10 №". Французек! переводь издашя ИТварца. 

Таппегу еф Мо! К. Тнбоме 4ез Гопсйопз е Шр®чиез, 1891—1895, 
2 тома. Ц. 16 {г. Весьма ясное изложен. 

Вт!011 еф Вопаиеф ТЬбоме @4ез Гопейопз еИрИдиез, 1875, 
Ц. 28 й". Весьма полное, но немного устарфлое изложене. 

Классическе труды Абеля и Якоби въ: 

АБе1 Оепугез сотр! ез, 1881. Ц. 24 №. 

ЗасоБ!: Мафешайене \Уегке Вегапзсевефен уоп \У ег! газ, 

1884—1891,.7 томовъ. Ц. 130 &. 

Е. К1е!п. Уогезилеей ег Фе Тьеоме Чег еШризеней Мойи- 
Глпойопеп, 1891—1893, 2 тома, Ц. 55 №. 

$ 468. т) Сферическяя функили. 
Не!пе. НапаЪасв Чег КозеМапсйолел, 1861. Ц. 3 #. 

Не} пе. НапаЪлев Чег КовеНапсйопен, 1878. Ц. 16 №. 

Твошзой пп@ Та}. НапаБаеь 4ег ТВеогейзеней Рвуз\к, 1871. 

Ц. 12 шг. (переводъ Гельмгольтца). 

Твошзой па Та1+. Тгеайзе оп Хабига! РАШозорву. Ц. 16 шг. 
Махуе!1. НесьчеЙу ап Мавпейзт. 
Махуме!1. ГевгЬисН 4ег Юесиейа пи@ 4ез Маспейзитиз (пере- 

водъ \Уешее'а), 1883. 

$ 469. 8) Варьнионное исчислене. 

Лфтниковъ, Варьящонное исчислеще, 1890. Ц. 1 р, 25 к. 

Ващенко-Захарченко. Варьящюнное исчислене, 1890. Ц. 1 р. 

75 коп. 

Мо! по, Са{си] 4ег уагаопз, Ц. 6 фр. (классическое руководство), 

$ 470. 9) Тоорбя прунпь преобразованйй, 

$. Г1е. Тнеоме 4ег Тгапз®гтайолзетирреп, 1888—1898, 3 тома. 
Ц, 72 й. 

$ 471, 10) Оферическая туивонометия. 
Брюнновъ. Сферическая астрономия. 

$ 472. 11) Аналитическая Геометрия. 
Андрееву. Основной курсъ Аналитической Геометры, 1887—1888, 

Ц. Зр. 50 к. — Замбчательное соединеше ясности, сжатости и полноты 

изложения, 

Ващенко-Захарченко. Аналитическая Геометрия, 1887. Ц, 5 р. 
Граве, Аналитическая Геометрия. 

Самый лучпИЙ, классическй, трактать по Аналитической геометрш, 

содержаний и теорло кривыхъ и поверхностей высшихъ порядков, это 

написанное первоначально на англйскомъ языкЪ сочинене Садмона, со- 

стоящее изъ отдфаьныхь томовъ: 

ба! топ. Тгеайзе оп сое зесйопз, 1873. Ц. 12 шиллинг, 
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За] топ. Тгеайзе ош {№е ШеЛег рапе спгуез. Ц. 7 й. р 
За! топ. Тгеайзе оп \№е апа|уйе пеошейгу оЁ Шгее 4йпелз!отз. 

Ц. 15 й. 
За] топ. Апауйзеве беотейче 4ег Кеде]зсвийе, БеагЪецеф уоп 

еек. Ц. 16 мр. 80 иф. 

ба! топ. Апа1уйзеве беотеше 4ез Ваптез, БеагЬе {ей уоп Ееег. 
Ц. 24 мр. 

За] шоп. ТгаНб 4е Сботеге апа]уйдие (ЗесИопз соп1диез). Ц. 12 г. 
За! топ. ТгаНб 4е бботейме (СоигЪе р]апез). Ц. 12 №. 

За] поп. Тгайё Ч4е Сбошейе апайуйдие & тов 4ипепз0ив. 
Ц. 17 #. 50 с. 

Сальмонтъ. Аналитическая Геометрия двухь измфренй, Ц. 5 р. 

Сальмонъ, Аналитическая Геометрия трехъ измвренй, Ц. 8 р. (не 
всЪ части подлинника). 

Вг10феф Вопаие%. 1660$ 4е сбошем“Че апа1уйаие. Ц. 8. 756, 
(хоронйй учебнику). 

Р]@скег. Меце Сеощецче 4ез Кашшез. Содержить теорйо комплексовъ. 
Коп!вз. Га вбошей4е геё]6е ©ф зез аррИсаМопз, 1896. Ц, 5 №. 

(содержить теоршо комилексовъ). 

$ 473. 12) Геометрия положена. 

Веуе. Ге Сеотейче 4ег Главе, 1877—1880, 3 тома, Ц. 12 

$ 474. 13) Высшая вометрая. (Проективная Геометрия). 

Зфе1пег. Уотезилеен @Ъег зупнейзене беотейче. Ц. 14 Ме 
Сваз[ ев. Тгайб 4е Сботейме зирёмеиге, 1852. Ц. 15 №. 

СВаз]ез. Тгайб 4е Сботеыуе зарёгеиге, 1880. Ц. 35 №. 

Спаз!ез. Метойез 4е ббошейуе зиг Чешх ргшерев ибибгамх 4е 
1а зо1епсе: 1а Чиа] 6 её Готостарше. Ц. 6 й. 

Шаль. Исторйя Геометри (издане Московек. Мат. Общ.). Ц. $ р. 

$ 475. 14) Неэвклидавы леометуи. 
Лобачевск!й. © началахь Геомотрии («КазанскИ Вфотникь», 

1829—1830). 
Лобачевский. Воображаемая Геометрия. Ученыя записки Казан- 

скаго Университета, 1835, 

Лобачевский. Новыя начала геометрии. Учен. зап. Казанск. Унив. 

1835, 1836, 1837, 1838 гг. 

Тауссъ, Бельтрами, Риманнъ, Гельмгольтць, Ли, 

Пуанкаре, собраше сталей объ основашяхь геометри, 1893, изд. 

Казанск. Физ. Мат. Общ. Ц. 1 р. 

Сжато пересказаны идеи Лобачевскаго въ предислови къ переводу 
«Началъ Евклида», сдфяанному Ващенко-Захарченко. 

Гоа зсвемзКу. беотезеве Илмегзисвиисей хаг Тнеоме 4ег 

РагаШеИииел. Ц. 2 №. 
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Тотафзсвеузку. Рапеботейе оп ргбез @е сботейче Гоп4еб 
зпг ппе 116011е сбпёга]е её г!роптеизе 4ез рагаЙез. Ц. 10 №. 

Е. К1е!п. Уогезипееп йЪег №е-ЕаКПИа све Сеотеме. Ц. 19 №. 

50 е. воет. 
Недавно вышло прекрасное и весьма многое уясняющее сочинеше: 
В пззе1. Ап еззау оп Че Роппбайотз оЁ сеотефгу, 1897. Ц. 9 №. 

75 с.; выходить французсюй переводъ этой прекрасной книги. 

$ 276. 15) Мноюображе мношть измпренйй. 
МлодзЪфевск!й. О многообразяхъ, 1889. 

В1етапп. ПеЪег 41е Нуро\®езеп, \у@ене 4ег беотейЧе хп Стипе 
Несеп. Влеталз \Уегке. Ц. 16 Мг. Руссый переводъ этой статьи нахо- 
дится въ указанномъ сборникв Казанск. Физ. Мат. Общ. 

$ 477. 16) Исчисленя положенй. 
Богуславск! . Алгебра плоскости и пространства, 1891. 

Ермаковъ. Теоря векторовъ на плоскости, 1887. 

газзшапл. 01е Нпеа]е Апздепитезевге. Ц. 12 г. 

МОЪ! 15. Пег Вагусети вене Сас, Ц. 12 №. 

Ве! 181413. Эрозиопе 4е] тефодо аеПе едтйроПепие, 1854. 

$ 478. 17) Теорбя кватерноновь. 
Наш114 01. Тесйигез оп Опалегиюл$. Ц. 75 №, 

Нам 11401. Е!ешепиз 0{ диа4еги!опз. Ц. 100 {г. 
Нойе!1, ТЬботе 4ез дтайеги!опз. Ц. 12 й. 
Га1зап 1. Питодасйоп & 1а ше\Войе 4ез дпайеги!оиз. Ц. 4 №, 50 с, 

Котельниковъ. Винтовое счислене, 1895. Ц. 2 р. 

$ 4719. 18) Начертательная Геометрия. 
Макаровъ. Начертательная Геометрия. 
Мопее. @ботейуе 4езетрйуе, 1820. Ц. 6 №. 
Га бопгпег!е. Тга\б 4е бботейче 4езегрйуе, въ трехъ частяхъ, 

каждая по 10 №, 

Та бопгпег!е. Тгай6 4е регзресйуе Ипёайге. Ц. 25 #. 

$ 480. 19) Дифферениальная Геометрия. 
ВукрЪевъ. Курсъ приложен диф. и интегр. исчисл. къ геометрии. 

Ц. 1 р. 50 к,, 1900. 
ФагЪоцх. 1.66003 заг 1а \160т1е в6пбга1е Чез зигасез, 4 тома. 

1887—1896. Ц. 52 й. Прекрасное, отличающееся полнотою содержашя 

и ясностью, изложене, —содержить многое по интегрировано дифферен- 
щальныхъ уравненйй, 

Мопее. АррИсаМопз 4е ГАпайузе & 1а сбошефче, 1809. Ц. 12 й. 

$ 281. 20) Теорёя Втърюятностей. 
Буняковск!. Основашя математической теор вфроятностей, 1846. 

Ц. 3 р.—<с0 многими практическими примфнешями. 

Ермаковъ. Теоря вфроятностей, 1879. Ц. 1 р. 50 к. 
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Ермаковъ. Способъ наименьшихь квадратовъ, 1887. 

Гар]асе. Оепугез сотр ез, т. УП. Ц. 35 й. 

Ро!зз0п. КЦесвегенез зиг 1а ргофафИИе 4ез адешенз ей тайге 
сТУЦе в\ сгиише!Пе, 1837. Ц. 7 й. 

(пефе1е+. ТеЙгез зиг 1а боге 4ез ргофаЪИиИ&з, 1846. Ц. 12 й. 

Литература по прикладной математик. 

$ 488. 1) Аналитическая и теоретическая механика. 

Курсы на русскомъ язык. 

Слудск!!. Курсъ теоретической механики. 1881. Ц. 2 р. 50 к. 

Краткое и ясное изложеше. 

Бобылевъ. Курсъ аналитической механики, 3 части по 2 р. 50 к., 
1882—1885. Очень обстоятельный курсъ со множествомь примфровъ. 

Сомовтъ. Рацюнальная механика 1862—1877. Особенно развита 

кинематика. 

Жуковсктй, Лекщи по гидродинамикь. 1887. 

Классическя творен!я. 

Меузтоп. РиЙозорШае палгаИз ремециа та‘етаЙса, Ц. 60 №№. 

Гавгапве. Мёсашаие АпаЙчие, новое изд. 1889. Ц. 40 №. 

ТасоЪ1. Уоезилвеп йъег Бупапик, 

Особенно замфчательныя книги. 

Тьошзоп ап@ Та14. Тгеайзе о! Мафига! РЫЙозорву. Ц. 16 Мг., 
и нъмецкй ея переводъ, сдфланный Гельмгольтцемь и Вертгеймомъ: 

Твошзол ип@ Та! 1. Напаьисв ег \Веогейзсвей Рвуяк.—Зам- 
чательная книга, въ которой обращено особенное внимане на философ- 

скоб значеше формулъ. Написана въ два шрифта: крупный можно читать 

съ менышею математическою подготовкою. Дая желающихъ прилагать 

механику къ изучению природы это пожалуй наиболфе поучительная книга. 

КигеввоГЕ. Уог1езипеен @Вег таветайзеве РаузК., т. Г. Месватик., 

1877. Ц. 8 Мг. 
Не] шв о117. Оеъег @е ЕгваМипс 4ег Кгай. Ц. 6 Мг, 

Ро!пз01. ТВвоме попуеПе 4е 1а гофайоп 4ез согрз, 1851. Ц. 15 [". 

Замфчательно ясное геометрическое представлене вражщеня тфла, около 

одной точки. 

Ро!пз04. Зиг 1а регсиз\юп 4ез согрз, 1857. Ц. 4 . Классическая 

теоря удара. 

ТашЪ. Нуйгойупалсв. 



— 424 — 

Курвы. 

Арре!1. Тгацё 4е тбеашаие гамоппеЙе, 1893 — 1895, 2 тома. 

Ц. 32 й. 
Ро!ззоп. Тга\6 4е тёсатаие. 1833. Ц. 10 м. 

ШФезреугопз, Сопгз 4е табсапие, ауес по4ез 4е ПатЪопх, 1884— 

1886, 2 тома. Ц. 30 №. 

Вопг. Сошг 4е тёсатичие еф шас тез, 3 т, и 2 атласа. Ц, 23 {х. 50 е. 

Зсве11. Твеоте 4ег Веуекипе ипа 4ег Ктайе, 1870. Ц, 14 Мг.— 

Особенно хорошо изложено движене твердаго тБла и соотношеня меха- 

НИКИ СЪ йлюккеровскимь комплексомъ, у 

Со1елол. Тгайё Че тёсашаие, 1886, 5 томовъ. Ц. 25 р. очень 
хороний и весьма полный курсъ. 

Воп{ 1. Рупат!сз оГ а зузфет ог т1е1а Вофез. 1882—1884. Ц. 25 №". 

Мо1епо. Г.есопз 4е шёсатаие апа\уйдие, 1868. Ц. 12 №. Состав- 
лено по Саисву. 

Стауе!1ив. Теогейзене Меспап $аггег Зузеще, Изложене ра- 
богь ВаШ’я по приложению теорш винтовъ къ механик твердаго тфла. 

ба! 11 бегша!т. Веспей 4’Ехегслсез зиг 1а Мёсатаие гайоппеНе. 
Ц. 9 Й. 50 се. Задачникъ. 

$ 483, 2) Теоря упруюсти. 

Бобылевъ. Гидростатика и теорйя упругости, 1886. Ц. 1 р. 70 к. 

К1теВНо({. Месрат®. 1887. Ц, 8 Мг, (1-й т. его Тьеогее. РЫвИк.), 
Гаш 6, Табоме тайлётайчие 4е ТазИси6 4ез согрз воЙЧез, 1852. 

Ц. 15 й: 

Твошзом и Та!4. Приведенное выше сочинене. 

За1п1-Уепал, Мётоте зог 1а 10тз1оп 4е8 рез ауее 465 соп- 
з1Чега\опз зиг 1еиг Вехи, 1855. Ц. 10 №. 

$ 484. 3) Графическая статика. 

М. Геуу. Га эвайдие старыаие её зез аррИсаИопз апх сопейгасйоля, 
1878. Ц, 12 &. Второе издан весьма пополнено, но стоить 68 №. 

$ 485. 4) Теорйя сопротивленя матералово. 

Кирпичевъ. Теоря сопротивлешя матераловъ. 

Паукерт. Строительная механика, 1891. Ц, 5 р. 
Васй. Еазйсиа& ип@ Резивкей. 

Со1115 поп. Соитз 4е шёсатчие аррИаиве аах сопз\гиейолз, Рге- 
пиёго рагЫе: гезфапее 4ез талбг!аих. 1885. 

Вгеззе. Сошгз 4е шёсашаие аррИчибе,, 1-ге рагМе. Ц. 13 №. 

Гетап. Согз 4е гезз{асе 4ез ша46аих, 1895. Ц. 25 №". 

Ма ег-Вгез] ап. Те пепегел Мешофеп Чег РезивкейзТейге, 
1893. Ц. 5 №. 

РР УЧИКАИИИ 
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$ 486. 4) Гидравлика. 
Тиме. Гидравлическе двигатели, 1891. Ц. бр. 50 к.; весьма, прак- 

тично изложенный трактать, съ изслфдовашемь вофхъ механическихь и 

конструктивныхъ подробностей, 

Евневичъ. Курсъ Гидравлики, 1891. Ц, 6 р. Прекрасно состав- 
ленный курсъ. 

ВасВ. Пе \Уазбеггй4ет, 1886. Ц, 36 Мг.— Прекрасно излагаются тур- 
бины и водяныя колеса. 

Ме! ипег. ТВеог!е ила Вап ег ТогЫпеп пп \Уаззеггйег, 1880. 
Ц, 45 Мг. 

$ 487. 6) Теомя механизмовь. ь 
Вец]еаих. ТЬеотейзене Кшетайк, 1875. Ц. 17 шг.—Классиче- 

ское сочинене, произведшее совершенный перевороть во взглядахъь на 

маитину. Изложено необыкновенно просто и интересно, читается совер- 

шенно легко. 
Вец]еваих. Сшбтайдие (переводъ его Твеог. Кмешайк. на фран- 

цузеый языкъ). 

Вигшезтег. ГевгЪись 4ег Ктетайк. 
$ 188. 7) Термодинамика. 

Тиме. Практическй курсъ царовыхь машину, 1887. Ц. 12 р. 
Головъ. Двигатели малой силы. 

Цегсйе. Пег Рашрйпазе тел-Сопэгиееиг, 2 т., каждый томъ по 

16 марокъ. 2-й томъ содержить разсчеть машинъ примфнительно къ шах- 

тамъ, насосамъ и проч. 

Нагафак. НИ Ъиов {г @1е Пашрёпазо тещесви ег, 1891. Ц. 16 тг. 
Визеу. Ге Зе тазе шеи, 1886. 

Н гл. ТЬбоге шмесатдие а 1]а сва]еиг, 1876. Ц. 24 №. 

Деппеог, Тесшизеве Твегтойталик, 1887—1890. 
$ 489. 8) Общия сочиненя пю практической механик. 
Евневичъ. Курсъ прикладной механики (съ атласомт,). 

Веойсбахъ. Практическая механика. 5 томовъ. 

Худяковт. Детали машинт. 
\У е1з Баев, ЪеагЪеИей у. Негтапа. 
Сгаззво!{. Твеогейсве Мазетешейге, 3 тома, 
ВоВ] мати. АПвешеше Мазсытешевге. 
о 

7 Литература по математической физик$. 

$ 490. 1) Термодинамика Учеше о теплоть. 
С1аиз1 0$, Меевализеве \Уагтешеоне, 1876—1891. Ц, 22 шг. 40 р. 

Классическое произведеше. Обийе законы и уравнешя термодинамики. 
Ро! исатё, Тиегшойупатаие, 1892. Ц. 16 #. 

Роигтег. Тьбоме апа]уйчие 4е 1а сва]епг. Ц. 16 г. Классическое 
сочинене по теплопроводности. 
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Меуег, 0. Е. Ге Кшейзеве Твеот1е 4ег Сазе, 1877. Ц, 8 шг. 

2) Электричество. 
Боргманъ. Основы ученя объ электрическ. и магнитн. явлешяхъ. 

Жуберъ. Основы ученя объ электричеств®. 
Махуе!1. Тгеайзе оп ЕесёчеНу ап@ Маслейзт, 1873. Ц. 31 пг. 

Классическое сочинеше. Переводь идей Фарадея на математический языкъ, 

Максуелль нашелъ, что электричество распространяется какъ свфть вол- 
нами эфира. Эта книга составила эпоху въ физикЪ. Переводы этого сочинешя: 

Махме!1. Тгаиё ’е]есёсИ6 е\ Че шазпёйзше, 1885—1889. Ц. 24 г. 
Махуе!1. Гевгфисв 4ег Е1есфеИаф пп 4ез Мазпейзтиз, 1883. 
Во! тапп. Уоезилвен @Ъег Махме!з Твеоге 4ег Еесичейаи 

пиа 4ез Маспейзтиз. Ц. 5 шг. 

Мазсагт её ЗопЪег1. Е\есё1е 6 её Маспейзше. 
Ро!псаг6. Еесиеиё её Оридие, 1890—1891. Ц. 19 &. 
Китенво!1. Уонезиляей ег ша\вешайзене Рвуз ЖК, $. Ш, Юесйч- 

ца. Ц. 8 шг, 

3) Оптика. 

К!тевво[Е. Уогезапеен @Ъег ша\Ветайзне Раузк., т. И Орик., 

1891. Ц. 10 шг. 
Ро!псагб. Тьвоме шабтайчие 4е 1а ппу оге, 1889. Ц. 16 [. 50 е. 
Мазсаг(. ТгаЦё 4’орйдие. 
4) Акустика. 

Вау! е1е 1. Тьеогу оЁ Зоила, 1877—1878. Ц. 25 шг. 

Стол товъ. Введеше въ акустику и оптику. 
5) Общаю содержанёя книи: 

Шиллеръ. Теоря потенщальной функщи и обозрьше ея приложе- 

ни къ вопросамъ физики, 1885. Ц. 1 р. 50 к. 

В 1етапп. Рагие!е Р№егепцаеесвипеей оп@ Фегеп Апуепдиля 
ап рвузКайзене Егасеп, 1876. Ц. 8 шг. 

Мепишани. Уотезипееп @Ъег шалветайзене Рнуз: 
ЕйеНипс ш 4ег \Веогеф. Раузк., 1883. Ц. 8 шг. (механика). 

Тьеог1е 4ег Еззйсийь 4ег {ейеп Когрег ип@ 4ез Глевавегз, 

1885. Ц. 1 пт. 60 рЁ. 
Тьеогейзсве Орйк., 1885. Ц. 9 шг. 60 рЁ. 
Тьеоге 4ез Маспейзшиз, 1881. Ц. 3 шг. 60 рЁ 

Еесичзсве Э\гбше, 1884. Ц. 9 шг. 60 {:. 
Тнеоге 4ез Ро\епйа]5 ип 4ег КисеМиисйопеп, 1887. Ц. 12 шг. 

МазВ1еп. Соптз 4е Рузчие шанётайдие. 
Тоагодиесйоп-МёВодез 4’ииётайоп, 1873. Ц. 15 №. 
Тьботе 4е 1а СарШагив, 1883. Ц. 10 #&. 

Твое Чи рофепе!, 1885—1886. Ц. 21 й. 
Тьбоме 4е Г@естодупаниаие, 1888. Ц. 15 . 
Тьеоге 4е Г@азйейв, 1890. Ц. 20 й. 
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Литература по Астрономии. 

$ 491. 1) Оферическая Астроножя, и поправки. 
Вгаппоу. Тга46 Фазгопопие зриб ие её ФазАгопопие ргайаие, 

1869—1872. Ц, 30 {. + 

2) Геодеия. 

Торданъ. Руководство высшей геодежи, 1881. Ц. 8 р. 

Кларкъ. Геодезя, 1890. Ц. 2 р. 

3) Опредьлеше зеозрафическижь мьсто. 
Савичт, Приложене практической астрономи къ геометрическому 

опредфленио мЬстъ, 1868—1871. Ц. 4 р. 75. 

Вгбипом (указано выше). 
4) Опредълене планетныхь и кометныть орбит». 

Орро1#ег. ТГевгьисВ хог ВавиоезИшиийе Чег Кошефен пай Р1а- 
пееп. Ц. 28 №№. 

Орро1#ег. пт Везйпиииие Чег Вавпе]еталце, 1878. Ц, 1 Й.. 50 с. 

5) Небесная механика. 

Цингеръ, Элементарная теоря эллиптическаго движешя. планет, 
оттискъ Т\ тома Трудовъ Отдьл. Физ. Наукъ Обществ. Любителей Есте- 
ствознашя. Ц. 50 коп. 

Саизз. ТВеог1а шофиз согрогит соеезиит, 1809. Ц. 12 №. 
Тар1асе. Тга\6 40 тёсатйаие сб]езе, 5 томовъ. Ц. 85 {. 
Ро! псагё. ез шеводез попуеЦез 4е 1а шёсашие сб]езе, 1894— 

1896. Ц. 26 1. 



ЗАДАЧИ. 

Аналитическая Геометр!я на, плоекоети. 

Прямая лишя и окружность. (По тексту оть 1—18 параграфа). 
1) Построить треугольникъ, вершины котораго суть: (2,3), (4,— 

(—3,—6) если за 1 длины принять 1 сантиметръ. 

2) Найти разстояше точки (а,8) оть начала координатъ. 

3 Найти разстояще точки (3,4) отъ начала координатъ. 

4) Написать уравнене окружности, центръ которой находится въ на- 

чалф координать, а радусъ равенъ 5. 
5) Найти точку пересфчешя прямыхъ 3х - бу = 18; 4х — у = 

6) Написать уравнеше прямой, пересфкающей ось у на разстояни 
равномъ 3 оть начала и составляющей съ осью 2 уголь въ 30°. 

7) Написать уравнеше прямой, пересфкающей ось д на разстояши 

равном а отъ начала и составляющей съ осью у уголъ, тангенсь кото- 
раго равенъ Х. 

8) Написать уравнеше прямой, отсфкающей отъ оси х отрфаокъ рав- 

ный 5 и оть оси у отрфзокъ равный (—3). 

9) Начертить прямую 5-5 = 1, принимая за 1 даины сантиметрь. 

10) Начертить прямую С ма — — 1, принимая за 1 длины сантиметръ. 

11) Начертить прямую 2 — у = 1, принимая за 1 длины сантиметръ. 

12) Написать уравнене прямой, проходящей чрезъ точки (2,3), (5,8). 

13) Написать уравнешя прямыхъ, служашихъ сторонами треугольника 

задачи 1-ой. 

14) Написать уравнеше прямой, проходящей на разстояши 7 отъ на- 

чала, если разстояше это составаяеть съ осью х уголь въ 30°. 

15) Найти длины сторонъ треугольника задачи 1-ой. 
16) Написать уравненше окружности, имфющей рамусъ равный 7 и 

центръ въ точкЪ (2, 3). 

17) Найти координаты средины прямой, соединяющей точки (5,10), (3, 6. 
18) Прямую, соединяющую точки (2, 3), (4,—5) дВлимЪ на 3 части. 

Найти координаты точки дфленя ближайшей къ точкф (2, 3). 
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19) Координаты двухъ точекъ суть (2,,у,), (2., 2,). Найти уравненше 
прямой, соединяющей начало съ срединою разстояшя между данными 
точками. 

20) Найти тангенсъ угла, заключеннаго между прямыми: 

У = 3# 5 

у—= 2—1 

21) Найти тангенеъ угла, заключеннаго между прямыми: 

0 

0 

37 + 5у—2 

2% + 1ун1= 

22) Найти тангенсь угла, заключеннаго между прямыми: 

у = № 

у=Ах 

23) Найти тангенсъ угла, заключеннаго между прямыми: 

===! 

24) Найти координаты вершинъ треугольника, уравненя сторонъ ко- 

ры 2%—Бу И =0 
бе у—9=о0 

ину? = 

25) Написать уравнешя дагоналей параллелограмма, уравнешя сто- 

ронъ котораго суть: 
Н = а=о:у=Ну=и 

26) Найти координаты точки пересЪчешя д1агоналей параллелограмма, 

уравнешя сторонъ котораго суть: 

#=5; =; у=8; у=3. 

27) Найти уравнене перпендикуляра, опущеннаго изъ точки (2, у) 

на прямую У — #х + 5. 
28) Найти уравнешя сторонъ треугольника (2, 5’), (47, у’), (2”, у"). 
29) Найти уравненя высотъ треугольника (2’, у’), (2, у’), (=, у"). 

30) Найти разстояше начала координать отъ прямой 

За 5 4у-+ 20 =0. 

31) Найти разстояше точки (2, 3) оть прямой 

25 -у—4=0. 



= 

32) Найти разстояше начала оть прямой 

ая Ь(у— В) =0. 

33) Найти уравнеше прямой *) дфлящей пополамъ уголь между 
прямыми 

1603 а + узта=р 

2205 В + узтВ=р' 

34) Найти уравнене биссектора угла, составляемаго прямыми: 

Ах + В+б=0 

Аш -- Ву С'=0 

35) Найти площадь треугольника (27, у’), (2", у’), ("у"). 
36) Найти площадь треугольника, составленнаго точками (2’, у’), 

(а, у’) и началомьъ координатъ. 

37) Найти услоше, чтобы три точки (2’, у’), (2”, у/), (=", у") лежали 
на одной прямой. 

38) Опредфлить площадь треугольника (2,1), (3, — 2), (—4—1). 

39) Написать уравнеше прямой, проходящей какъ нибудь чрезъ точку 

пересфчешя прямыхъ: 
Ах + В+ С=о0 

Ая -н Ву = С, =0 

40) Найти уравнеше прямой, соединяющей начало съ точкою перес}- 

чешя прямыхъ 
Ах + В+С=0; А, + Ву- С, =0. 

41) Найти уравнеше прямой, проходящей чрезъь точку пересфчешя 

прямыхъ: 

и чрезъ начало. 
42) Даны уравнешя трехъ прямыхъ: 

Ах Ву С=0: Аж -+ Ву + 0'=0: А’ -н В'у + Сб’ =0, 

Что выражаеть собою услове: 

1(Аз- Ву-+ б) + т (Ах + Ву бп (4*в- Ву С") =0, 

тдЪ 1, т, п суть каыя нибудь постоянныя. 

43) Пользуясь рьшешями задаль 29 и 42 доказать аналитически, что. 

вс три высоты треугольника пересЪкаются въ одной точкЪ. 

44) Опредфлить геометрическое мьсто вершинъ С’ треугольников, опи- 

рающихся на данное основане АВ и при томъ такихъ, въ которыхъ , 

АС? — СВ? = т’. 

*) Прямая дълящая уголь пополамъ называется биссекторомь этого угла. 
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Эллипеъ. (По тексту параграфы 28—41). 

45) Прямолинейный отрфзокъ длины р движется тавъ, что одинъ ко- 

нець его ходить по нфкоторой прямой, тогда какъ другой-— по другой 

прямой, перпендикулярной къ первой. Опредфлить траекторию (путь), опи- 

сываемый точкою 2, лежащею на отрзкЪ и находящеюся на разстояи 

а оть одного изъ его концовъ. 
46) ДвЪ равныя линейки АВ и ВС соединены шарниромъ въ В. 

Линейка АВ вращается около А. Точка С ходить по прямой АМ, 

В 
В 

и Е 
с А у 

Фиг. 306. Фиг. 307, 

Найти путь описываемый точкою т отмфченной гдЪ нибудь на ВС 

(фиг. 306). 

47) По даннымьъ фокусамъ и большой полуоси построить, помощью 

циркуля, сколько угодно точекъ эллипса. 
48) ДвЪ прямыя АВ и ВС одинаковой неизмфняемой длины р пере- 

сЪкаются въ точк\ В ходящей по окружности. Концы А и С прямыхъ 
ходятъ но даметру этой окружности. Оть В откладываемь по прямымъ, 

ВА и ВС равные между собою отрЁзки 4 и на нихь достраиваемь ромбъ 
Вафт. Опредфлить геометрическое мЪсто точки т (фиг. 307). 

Гипербола. (По тексту параграфы 42—47). 

49) Доказать, что обф вфтви гиперболы и одна изъ ея ассимитотъ 

отофкають на прямыхъ, параллельныхь дЬстви- 
тельной оси, таже отрзки АВ и 40; произведене 

которыхъ есть величина постоянная, равная квад- 

‘ратудЪйствительной по- 

луоси (фиг. 308). 

50) Доказать, что, 
при равныхъ ордина- 

тахъ, разность квадра- 

товъ абециссъ типер- 

болы и ассимптоты есть, 

величина постоянная 
равная квадрату дЪй- 
ствительной полуоси. 

51) Пвямыя Ат и 

Вт равной длины р пересЪкаются въ точкЪ т (фиг. 309); прямыя Аж 

и В» равной длины 4 пересфкаются въ точк я, Точки А и В ходять 

у 

А 

Фиг, 308. Фиг, 309. 
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по прямой оу. Доказать, что если поведемъ точку и по прямой ММ, то 

точка то онишеть вфтвь гиперболы. 
52) Построить помощью циркуля сколько угодно точекъ гиперболы по 

даннымь фокусамь и большой полуоси а. 

Парабола. (По тексту параграфы 48—50). 

53) По даннымъ фокусу и директрисф построить сколько угодно то- 

чекъ параболы помощью циркуля и линейки. 

м 54) Дана точка 0 и прямая ММ (фиг. 
м 310). Строимъ прямые углы, вершины кото- 

рыхъ находятся въ 0. Изь точки пересвче- 

ня одной изъ сторонъ такого прямого угла 

съ ММ возставаляемъ перпендикуляръ къ ММ. 

Найти геометрическое мЪсто точекь т пере- 

сЪченй этого пернендикуляра съ другою сто- 
роною прямого угла. 

Фиг, 310, 

Полярныя координаты. (По тексту параграфы 51—55). = 

55) Выразить въ полярныхъ координатахь уравнене прямой 

Ах ВС =0. 

56) Выразить въ полярных координатах уравнене окружности про- 

ходящей чрезъ полюсъ и имфюний центръь на иолярной оси. 

57) Выразить въ полярныхь координатахь уравнеше прямой, перпен- 

дикулярной къ полярной оси и проходящей на разстояни а оть полюса, 

58) Преобразовать въ полярныя координаты уравнеше эллииса: ^ 
22 у 

ар 
принявъ центръ за полюсъ, большую ось—за полярную ось. 

59) Преобразовать въ полярныя координаты уравнеше //* = 2 рх па- 

раболы, принявъ вершину за полюсъ, ось параболы—за полярную ось. 

1 

Преобразоваше координат. (5$ 56—61). 
з 2 

60) Какъ выразится уравнеше > -* 

нуть оси координать на уголь $. 
61) Какъ выразится уравнеше параболы у’ = 2рх, если повернуть 

оси координать на уголъ $. 
62) Какъ выразится уравнеше параболы, если, сохраняя направлен! осей 

хоординатъ, взять начало въ точкф пересфченйт оси параболы съ директрисою. 
63) Вывести формулы преобразованя прямоугольныхь координаль 

ш, у въ тая косоугольныя 2’, у', въ которыхь ось = совпадалала бы 

съ о6ью 2, начало совиадало бы съ началомъ координать 2, у, уголь же 

между осями 2’ и у’ быль бы 0. 

—= 1 эллипса, если повер- 
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61) Повернуть эллииеъ на 90°, 
65) Выразить уравнеше эллииса 

оси 

О ВЬ 

въ координатахь Х, У задачи 68-ей. 

1 

Задачи къ параграфамъ 62—66. 

66) Какая кривая выражается уравненемъ: 

32 + 4аучу — 25 + 5у— 20= 0. 

67) Какая кривая выражается уравнешемт: 

44 + 4зу + у’ — 55+ 3у—10=0 

Аналитическая Геометр!я въ пространетв$. 

Задачи къ параграфамь 67—76, 

68) Что представляеть собою въ пространств уравнеше а = 2? 

69) Что представляегь собою въ пространствь уравнеше: 

у 5? 

70) Что представляеть собою въ пространств совокупность уравненй 

&=0 

у=0 

71) Какою совокупностью уравнешй выражается въ пространств» 
ось 2 

72) Что представляеть собою въ пространствЪ совокупность уравненй 

ту = 36 

Е=3 

73) Что представляеть собою въ пространств уравнеше у = #2? 
74) Что представляется въ пространств уравнешемъ у? =: 

Задачи къ параграфамъ 77—84. 

75) Новая система координать Х, У, # получается изъ прежней 
г, у, 2 поворотом этой послфдней около оси у на уголь ф, при чемъ 
углы считаются въ направлени огь положительнаго конца оси 2 къ по- 
дожительному концу оси 2.’Написать формулы преобразовашя координат 
г, у, в въ Х, У, 2. 

76) Какъ выразится въ координатахь Х, У, Я плоскость 2 = а, если 

кординаты =, у, 2 связаны съ координатами Х, У, Я формулами (118)? 

Делоне.—Выешая математика и механика. 28 
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77) Сообразуясь съ формулами (124) опредфлить, что выражаеть собою 
‘уравнеше: . 

т. зтф=е 

въ сферическихь координатах. 

Задачи къ параграфамъ 85 —115. 

78) Опредьлить углы составляемые дагональю куба съ его ребрами, 

если ребро куба равно а. 
79) Опредфлить уголъ, составляемый дагональю куба выходящею изъ 

его вершины 0, съ выходящею изъ 0 дагональю квадрада составляющаго 
одну изъ граней куба. 

80) Опредфлить уголъ, составляемый плоскостями: 

32 + 5у—225=0 

21 — Зу+ 5#—1=0 

81) Опредфлить уголъ, составляемый плоскостями: 

38 5у—22+5=0 

бд -+ 10у — 4247 =0 

82) Опредьлить длину перпендикуляра, опущеннаго изъ начала на 
плоскость, отсфкающую на осяхъ 2, у, = соотвфтственно отр№аки а, 6, с. 

83) Написать уравнене прямой, проходящей чрезъ точки (2, 3, 1),\ 

(5,— 6, 2). 
84) Показать, что элдинсоидъ: 

2 у’ 2 

тЫ 
въ которомь а> > с пересфкается сферою 2? + у’ -н 2 = 
окружностямь двухъ круговъ. 

85) Показать, что сЪ\чешя эллинсоида 

С, 
Е 

плоскостями параллельными плоскостямъ круговь упомянутых въ задачь 
84, веЪ круговыя. 

86) Найти геометрическое мЪсто центровъ круговыхт сЪчен!й эллипсоида 
ри С 
И - 

Дифференщальное исчиеленте. 

Задачи къ 88 126—150. 
87) 4 (а-н 62) 89). аб Аг! 

88) (Аз Вл + С°) =... 4,2 + Ае--й)) 

г 



90) @ (32° - 52% = 627 327) 
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ве 
а (У +2) 

1 
#95) 

а (зтхг.Уа+ а) 

а Уи 
зтх 

а (19 (а? -- ве + с)) 

а (19 вт =) 

4 (7) 

4(е") 
а (==) 

8 ое 9 
(2-2) 

ива ее. 
(1 2 — (1 — 2) 

4 [№ (49=)] 
а [#7] 

4 (2) 

105) 

91) а(а- в) (а + п2)] 

92) а[(аа? + 5 + (Аа? 106) 
+ Вх + С) лот) 

93) а [(а2?* + 6 ©) <] 

ав 108) 
о ы [#2] 

09 

9 аиына о 
Ат + Вх С 110) 

Ва 5" и 
9%) $ |= За" о 

97) а зв (аа? + 5) 113) 

98) а [(а2 - 52 - с) эт =] 114) 

99) а [5 (аа ве - с)] 

100) а [тех . с08=] 115) 

101) 

102) а (аз = 5) 

103) а (ыы о) 117) 

104) а ь Ни 
"С = 5) 119) 

Задачи къ $ 152. 

120) Найти полный дифференщаль 42 оть =# 

121) 4г оть ху 

122) 42 оть 2 = 523 — За? у + 5лу? — 10у 

123 42 оть 2 = 04 (> ) иъе = (5 
124) 4и отъ м = 5х . 603 у, 

Задачи къ $ 154. Опредфлить = изъ: 

125) у=е-не-х 

126) Ут а 

127) хзту — с05у + 00$ (2) =0 



128) узтж — 0$ (х — у) =0 

129) у— зта +" =0 

Задачи къ 8 155, 

130) Опредфлить го если у = 2. 

131) Опредблить У, если у = эт. 

132) Опродбаить ‚ если у == 005? х. 

133) Опрелвлить ‚ если у = 795. 

134) Опредбаить 4", если у = (а — 62)" 

135) Опрехвлить У ‚ если у = 1 

136) Провфрить равенство = = на примбрь м = ни 

137) Провфрить равенство = р на призер и— 2? — Зазу-+ уз. 

138) Опредфлить 4?м, если м = 2? — Зажу + у. 

139) Найти 434, если м =". зту. 

Задачи къ $ 156. 
140) Во что обращается 

у ау а 

#—@ БЕ =) = -. 
если принять у за независимое перемфиное. 

141) Дано : . 

ее 
доказать, что при 2 = а. 605 ® получается: 

Чи ЦЬЬ 
=. > 9% 

142) Дано 

у д ау Пе 
а ПШ а 1 

Во что оно обращается, если возьмемъ за независимое перемфнное #. если 

при этомъ 2 = 0$. 

Задачи къ $$ 157—158. 

143) Во что обращается 2? — 32° + 42 — 5, если х обратится. 
ВЪ 2? 



— 437 — 

144) Дано } (2) = 2‘ — 2% -- 1. Опредфлить Х (2 -+ 3). 
145) Полагая, что / (2) = Их, разложить въ рядъ УТ = 

Задачи къ $8 157 165. 

146) Разложить въ рядъ у - 

147) Разложить чъ рядъ аи 2. 

148) Разложить въ рядъ (аз). 

149) Разложить въ рядъ зе (т ах 5 2). ЗатВмъ, положивъ 45й12 = м, 
доказать, что: 

— т? — т?) (9 — м? (1 т) ри + ®@ т) (9 — т) 
т. 2.3 й ти... 

: х т 
эт (ти) = тзти-- 

150) Разложить въ рядъ 605 [т ас с0з 2]. Залмъ, положивь 
атс 608 # = м, доказать, что: 

эт? 608? и 
воз (ти) =1— 

Задачи къ $ 167—169. Вычислить: 

ры #9 

1510) тт И 
У а2—а |=. 

152) ра | 
2 — 49 | 

158) Гат | 
Но 

154) Лат р х 
=о 

Показать, что: 
РИ ей скай 5 и. ны а 155) Тат Я 

156) т ее ый 
№ 

$ ета 

157) Тат р 5) со 

Задачи къ $$ 170—172. Опредфлить наибольния и наименышя 
значешя слфдующихь функций: 

158) 2 — 121 + 452-530 =у 

159) 4° — 15а? + 16202 — 1000 = у 



ав 

1—= 160) а 

ыа == 161) 1; = 

162) Доказать, что изъ всфхъ треугольниковъ, у которыхъ сумма осно- 

вашя и высоты одинакова, наибольшую площадь имфетъ тотъ, у котораго 
основаше равно высотЬ. 

163) У какого изъ прямоугольныхьъ треугольниковъ, опирающихся на 
одну и ту же гипотенузу, сумма катетовъ наибольшая. 

164) Окно состоить изъ прямоугольника, завершеннаго полукругомъ. 

При данномъ периметрё (длинф лини ограничивающей окно) требуется 

найти такую высоту и ширину окна, чтобы оно давало наибольшее коли- 
чество свЪта. 

165) Найти наименьшее 2 для = = 2 — ху + у’ — 

Задачи къ 88 173—178. 

166) Найти уравнене касательной къ кривой я я =@н опред\- 
лить длину ея отрфзка, отсфкаемаго осями координат. 

167) Найти уравнеше касательной къ кривой у = 2*. 

168) Опредфлить длину подкасательной кривой 2 = 

169) Найти уравнеше касательной къ кривой 7? = осо (2$). 

Задачи къ $8 179—182. 

170) Въ какихъ промежуткахъ кривая у — с0з= обращена выпуклостью 

къ оби 2? 
171) При какихъ значешяхь икса кривая у — 6082 имфеть точки 

перегиба? 

172) Опредфлить координаты той точки параболы, въ которой эдементъ 

ея наклоненъ къ оси 2 подъ угломъ 45°. 

Задачи къ $$ 183—184. 

173) Найти огибающую эллипсовъ. направлеше главныхъ осей кото- 
рыхъ одно и 10 же и сумма полуосей есть величина постоянная. 

114) Найти огибающую окружностей (2 — а)* + у’ = 6*, удовлетво- 

ряющихъ условю 65° = ата. 

Задачи къ $$ 185—189. 

175) Опредфлить ращусъ кривизны кривой у? = 2рх -+ 92°. 

176) Опредфлить радусъ кривизны и развертку полукубической пара- 
болы Зау? — 22°. 

177) Опредфлить координаты центра кривизны циссоиды 
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Задача къ $$ 190—192. 

178) Опредфлить ращусъ кривизны лемнискаты: 7? = а? с0з (2$), и 

уголъ, составляемый радусомъ векторомъ съ касательною. 

Задачи на. $8 193238. ИзелЬдоване вида кривыхъ, 

179) Изслфдовать видъ лемнискаты 7? — а? с0з (2$). 

180) Дана точка 0 и прямая №№. Чрезъ 0 проводятся прямыя и на 

нихъ, оть точекъ пересфчейя ихъ съ ММ откладываются въ 0бЪ сто- 

роны одннаковые отрфзки $. Разстояше 0 оть ММ равно а, Найти урав- 
неше геометрическаго мЪфста концовъ отрфзковъ и выяснить видъ этой 

кривой. 
181) Дана окружность и даметрь ея АВ, длина котораго равна а. 

Изъ конца 4 этого даметра проводятся прямыя и на нихъ, отъ точекъ 

пересфчешя ихъ съ окружностью, откладываются въ 06% стороны одина- 
ковые отрзки. Найти уравнеше геометрическаго мфста концовъ этихъ 

отрзковь и выяснить видъ его. 
182) Найти абсциссу точки перегиба кривой ху = 2а УЗах — 2. 

183) Найти абециссы точекъ перегиба кривой ал + Ву? = с. 

184) Выяснить видъ кривой 2“ — аду + Бу? = 0. 

185) Найти уравнен!е и выяснить видъ кривой, имфющей два фокуса 

и опредфляемой тфмъ свойствомъ, что произведене радрусовъ-векторовт 
есть величина постоянная равная а?: 

186) Геометрическое мсто основашй перпедикуляровъ, опущенныхь 

изъ данной точки на касательныя къ данной кривой, называется 7юдош- 

венною кривою данной кривой по отношешю къ данной точкЪ. Найти 

уравнеше и опредфлить видъ подошвениой эллииса по отношению къ его 

центру. 

187) Доказать, что касательная, проведенная къ параболь въ точкЪ 

ея (2, у), пересфкаеть ось иксовъ на разстоян!и 2 отъ вершины параболы. 

188) Доказать, что отрЪзокъ, отсфкаемый ассимптотами на касатель- 

ной къ гиперболЪ, длится пополамъ въ точьф прикосновеня. 

Задачи къ 8$ 233—946. 

189) Написать уравнеше касательной къ кривой происходящей отъ 

пересченя пилиндровъ 2? -+ у? = В,?; у’ +2 = В). 

190) Написать уравнеше плоскости нормальной къ кривой задачи 

189-ой. 

191) Нацисать уравнеше плоскости касательной къ эллипсоиду 
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192) Опредфлить косинусы угловъ наклоненя къ осямъ координатъ 

нормали эллипсоида 

2 
вв 

Интегральное иечиелен!е. 

Задачи къ $ 255 256. Интегрироваше по частямъ. 

194) м 2 Е 196) Го 2. ат. 
(1—7) 

о а75й Е С 
195) Де 197) я айух . ах. 

Задачи къ $ 257. Интегрироваше подстановкою. 

2? ах 98 2 ыы 198) 00) О а 

605 2. ах 199 201 ВН 
) Ви 57 2 

Задачи къ 88 259—262. Интегрироваше ращюнальныхь дробей. 

202) (2? — + 2) 4х 

ы я ч4 

203) ат. о 
ео 09 

Задачи къ $8 263—766. Интегрироваше радикальныхь функщй 
з_ ты 

Ра а 
1+У= 

205) т. . у 
Е Уз 2 -+ 2 

ах 
206) 

Ута" + пе ЧР 
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Задачи къ 88 267—969. Интегрирование трансцендентныхь функц. 

207) ‚ате-теаг. 209) ка 

208) ег. 210) 28 
тд. 08 

Задачи къ 88 271—278. Вычислене площадей. 

211) Площадь кривой у=2?, ограниченная осью абсциссъ, кривою и 

ординатою при 2 = а. 

212) Площадь лемнискаты: 7? = а? соз (2$). 

Задачи къ 88 279—284. Выпрямлеше дугъ. 

213) вчи=а. 

Задачи къ 8 287. Средыя значеня функшй. 

214) Опредфлить среднее значеше функщи 2? въ предфлахъ оть 2 до 5 

215) Опредфлить среднее значене эй ф въ предфлахь отъ 0 до х. 

216) Опредфлить среднюю величину ординаты параболы уу? = 2 въ 
предфлахъ отъь 2 =0 до #=а. 

Задача къ 8 288. Правило Симпсона. 

217) Квадрать завершенъ полукругомъ. Раздфливъ нижнюю сторону 
квадрата на 8 частей, опредфлить площадь всей фигуры по правилу Сими- 

сона и найти ошибку сравнительно съ точною величиною этой площади, 

Вычислен!е объемовъ. 

Задачи на $8 289, 

218) Опредфлить объемъ тьла, происходящаго оть вращешя параболы 

около оси и ограниченный плоскостью, 
проведенною перпендикулярно оси’ на 
разстоящи 2 оть вершины. 

Задачи на 8$ 290—291. $ 

219) Эллиптическй цилиндръ пере- 

сЪкаетъ (фиг. 311) плоскость (х, у) по 

эллиису, полуоси котораго суть ОА — а; / 
ОВ =5; плоскость (2, =) пересфкается 
цилиндромъ по эллипсу, полуоси котораго 
суть ОА = а; ОС =. Образующя ци- Фиг. 31. 
линдра параллельны ВС. Опредфлить 

‚ объемь тВла ОА ВС, ограниченнаго цилиндромъ и плоскостями координатъ. 



траекторию. 
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220) Опредфлить объемъ, заключенный между цилиндрами: 

пни =а; йу=а’. 

Задача къ $ 298. 
221) Вычислить У 

а зы ‚=УувА-я 

ить 
Задача къ $8 294—296. 

222) Вычислить поверхность параболоида, образованную вращешемъ 

параболы у° = 2рх около оси х и ограниченную плоскостью д = а. 

Интегрироваше диххеренщальныхъ уравнен!й. 

Задачи къ $ 298. 

223) 2’ ау == (у-н а) 4х. 

224) ту аз = (а — 2) (у— 5) ау. 

Задача къ 8 299, 

325) 2 ах + у4у = 2ъу ах. 

Задачи къ $ 306. 

226) д ах + уду = ду уе. 

227) Найти кривую, касательныя которой находились бы на одинако- 

вомъ разстоящи оть начала. 

Задачи къ $ 314. Уравнешя съ частными производными. 

0; 9 з 228) ® ях ‹ ОЕ = - 

929) Сы 
&. 0% 0 &+у 

20) к 9 92 

Механика. 

Задачи къ $ 846, 

1) По уравнешямъ движешя 2 = а6; у = 0; 2 = зт (а!) опредфлить 
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2) По уравнешямь движеня 

2 —=азт (тб) -+ $05 (тё); у = ас08 (т) — 6 зт (т); =0 

опредфлить траекторию. 
3) По уравнешямъ движешя 2 = авт ё у=фс058; 2=0 опредфлить 

траекторио. 

4) По уравненямъ движешя = Й с03ё; у= Юз; 2==% опредфлить 

траекторию. 

Задачи къ $8 348—349, 

5) Опредфалить скорость и ускоренше въ прямолинейномь движени: 

2 = зт (@); у= = 
6) Опредфлить скорость и ускореше въ прямолинейномъ движении: 

ЕЯ в. 

Задача къ $ 351. 

7) ОпредЪлить силу, подъ вмящемьъ которой можеть происходить дви- 

жене точки и, данное въ задач 5-ой. 

Задачи къ $ 358. 

8) Опредьлить движене точки брошенной вверхъ въ воздухЪ, прини- 

мая, что сопротивлеше воздуха пропорщонально квадрату скорости. 
9) Съ какою скоростью нужно бросить точку съ поверхности земли 

по направлению къ лунЪ для того, чтобы точка долетвла до луны. Ра- 

Дусъ земли можно принять равнымъ 6400000 метровъ; разстояно между 

центрами земли и луны равно 60 земнымъ радусамь; масса земли въ 

81 разь болфе массы луны. 

Задачи къ $$ 368—864. 

10) Опредфлить скорость, ускореше и направлешя ихъ въ движени, 

данномъ въ задачь 1-ой. 

11) Опредфлить скорость. ускореше и направленя ихъ въ движенш, 

данномьъ въ задач 3-ей. 

12) Опредфлить скорость, ускореше и направлешя ихъ въ движенш, 

данномъ въ задачь 4-ой. 



ав 

РЪШЕН!Я ЗАДАЧУ. 

2) ИУ ы. 4) 2 + у = 25. 

3) 5. 5) (1. 2). 

Фбу=а. 4 30? -н 3. Известно, что 58 30° = #. Слфдовательно 

ва 30° — ТУЗ, из. 
4 Уз 

Итакъ искомое уравнеше таково: у = у +3 

7) 2 = Ку ча. 

8) АНА 
5 3 

9) Откладываемь на оси х оть начала длину ОЛ равную 3 санти- 

метрамъ, на оси у откладываемъ длину ОВ равную 2 сантиметрамту. 

Прямая, соединяющая полученныя на осяхъ точки А и В есть искомая. 
10) Напишемъ данное уравнене въ видЪ 

Откладывая на отрицательныхь частяхъ осей оть начала длины: на оси 
иксъ 3 сантиметра, на оси игрекъ 2 сантиметра, соединяем полученныя 
точки прямою. 

11) Данное уравнеше можно представить такъ: 

= # =. 

Поэтому, отложивъ на положительной оси иксовъ и на отрицательной 
части оси игрековъ длины равныя одному сантиметру, соединяемъ полу- 
ченныя точки прямою. 

12) По формулЪ (17) пишемъ: 



13) По формуль (18) находим: 

для стороны, соединяющей (2, 3) съ (4, — 5) уравнене: 

у=—&+и. 

для стороны, соединяющей (4, —5) съ (—3, ео уравнене: 

1 ить 39 
ит 1’ 

для стороны, соединяющей (—3, —6) съ (2, 3) уравнеше: 

9 3 У=52—5. 

Е 
14) х 60$ 30° - узт 30° = 17. Но вт 30° = ы ; 008 30° = 

Слфдовательно искомое уравнене будетъ: Иза - у = 14. и 

15) Сторона, соединяющая точки (2, 3) съ (4, —5) равна У 68. _ 

Сторона, соединяющая точки (4, — 5) съ (—3, —6) оны Е 

106. Сторона, соединяющая точки (—3, 6) съ (2, 3) равна 

16) (2 — 2+ (9—3 =49. 

17) #=4; у=3. 

1.45 9,:2_8 21.52.81 
АО Я Е тв 
19) Координаты средины суть: 

а а ЗЫ а = 1 5 3 

Уравнеше искомой прямой таково: 

ен 
ата, 

3—2 1 

20) ЕЕ 
Ави = 

э [| Е. =—- 

ны 9 ет А 
у. 09 ее: ; 

—) ТЕ 

А 
ы ав В 246 

г ты вая 
ея 



24) (2, 3), (1, —3), 3, 1. 

25) Уравнене дагонали, проходящей чрезъ вершины (а, 5), (а’, ') 

таково: ем а 

ее Гы г Заза" 

Уравнеше дагонали, проходящей чрезъ вершины (а, 5’) (а',5) таково: 

ив а — а’ 
= а: 

а—@а а —@а 

26) Уравнене одной изъ Магоналей таково: 

ау 
ее 

уравнеше другой дагонали таково: 

ЕЙ ЗЕЕ 
И а 

Координаты точки пересфчешя дагоналей будуть: (5. 5). 

27) По условшю перпендикулярности (36) заключаемъ, что уравненю 

искомаго пернендикулятора имфеть видъ 

у = — Е &Ы. 

Точка (2, у') по условшо задачи ему удовлетворяеть; потому 

у = — ра ы. 

Вычитая одно изъ другого, получимъ: 

уу=—т@-—®). 

28) По формулв (18): 

ВЕ аа" 

29) По задачамъ 27 и 28 получимь: 
°] „ 

и х й Е Пора 
и : 

Уфу рес ОбанаХ 

И: . 
у т @—#). 27 



20 30) 4. 
у Узи 

2.2+1.8—4 3 
31 =. 

) ИУ 41 Уз 

ее Е. 
32 = = =Уа +. 

) Уе+ы у 

33) Каждая точка биссектора находится въ одинаковомъ разстояни 

Хоть сторонъ угла, раздфляемаго имъ пополамъ. Поэтому по формул (41) 

получимь: 
2: 603 а + узта — р = 2608 В + узтВ — р. 

34) По формулв (45) получимъ: 

А’ -- Ву 0' 

Уд в 
35) Длина стороны (2, у’), (2”, у") равна Убе" — 2 (у и. 

Уравнене ея: 
ау" ау. 
а”. 

или; 
(ие и Мучау"— ау. 

Если принять эту сторону за основан, то высота треугольника будеть 
равна разстоянйю этой стороны отъ (2, у""). По формуль (45) это будеть, 

а има у. 

У, — у @— = 

СлЬдовательно площадь треугольника равна: 

аи ана у, 

2 

Эту величину можно представить въ такомъ легко запоминаемомь вид}: 

а" а ну — а") ут" — 2). 

2 

36) Согласно предыдущей задач искомая площадь равна 

ау" а — 

В и РЕ 
37) Если три точки лежать на одной прямой, то онЪ не образують 

треугольника. Требуемое услоше выразится по этому тёмъ, что площадь 
треугольника задачи 35-ой будеть равна нулю. Итакъ услоше это таково: 

а ну и ну) = 0. 
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38) Согласно задач 35-ой получимъ: 

1.4 ЭС 2) (2+4) + (0—2) ги 
2 2 

Но площадь всегда положительна. ОтвЪтъ: :. 

39) Ае-н Ву + С-+т(А,х + Ву- С,) =0, потому что вели- 
чины 2, у, удовлетворяюния и тому и другому уравнешямъ прямыхт, удо- 
влетворяють и этому уравнению. Величина” произвольная, покуда ура- 

вненше выражаеть хахую нибудь прямую, проходящую чрезъ пересфченю 

данныхь прямыхъ. 
40) Ах + Ву-+ С-+т (А,х - Ву-+ 0,) =0 должна пройти чрезъ 

начало. Слфдовательно должно удовлетвориться равенство: 

С + тС, =0, откуда "=-5. 

Отвфть: 

де Винс ба + Ву-+ 6,) = 0. 

41) = == ')=° 

или: 
а 

—5=0 ину= 

42) Услове это выражаетъ, что прямыя 

Аз-- Ву-С=0; Аж Ву С'=0; 4'т- Ву 0"=0 

проходятъ чрезъ одну точку (см. задачу 39). 

43) Приведя къ одному знаменателю уравненя высоть, данныя въ 
рышеши задачи 29-0й и сложивъ ихъ, получимь въ результат тоже- 
ственно (при всякихъ хи у) нуль. Такимъ образомъ уравнешя высотъ 

выполняють условше задачи (42), и слфдовательно высоты пересфкаются 

въ одной точкф. 
44) Принимаемь АВ за ось 2; перпендикуляръ возставленный къ АВ 

изъ ея средины—за ось у. Обозначимьъ чрезъ с половину основашя АВ, 

чрезъ (х, у) координаты вершины С. Имфемъ: 

Аб — (с-+ 2+ у; СВ? = (е — 2 +у. 

Слбдовательно АС? — СВ? — 4сх. Уравнеше искомаго геометрическаго 
2 

мфста будетъ: 4ех = т?; или х = < Искомое геометрическое мфето 
за 

есть перпендикуляръ къ АВ проведенный на разстоянши г оть начала. 

45) Примемъ прямыя, по которымъ ходять концы отрЪзка за оси ко- 

ординать. Пусть (2, У) суть координаты точки т. Обозначимь чрезъ ф 

острый уголь, составляемый отрфзкомъ и осью 2, чрезь а--® длину от- 
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рЬзка. Составивъ соотвфтетвенный задач чертежь (фиг. 312), найдемъ: 

2 = @608$; у = 9зтф; откуда 
Е 

2 оф; “= ПЕН ож 09 

КО 
Возвышая въ квадрать и складывая, 

получим: 
ор 

а 
уравнене эллииса. Искомое теометриче- Фиг. 319. 

ское мото есть эллиисъ, Средина отрЪзка, 

(для которой а=6) описываеть окружность, имфющую центръ въ начал: 

э?--у’ =а?. На этомъ свойств основанъ токарный станокъ Леонардо 
да Винчи для вытачиваня эланисовъ. 

46) Эллиисъ. 

47) Изь фокуса Е, какъ изъ центра, описываемъ дугу какимъ нибудь 
радтусомъ ®; изъ фокуса Ё' описываемъ дугу радусомь 2а —*, гдЪ 2а 

есть большая ось. Пересфчеше этихъ дугь ложить на эллиис%, потому что 

г-н" = 24. 

48) Примемъ даметръ окружности за ось 2, центръ ея — за начало. 
Не трудно доказать, что ординаты точекь В и т находятся въ постоян- 
номъ отношен и, а потому если В описываетъ окружность, то (по $ 82) 9% 

онисываеть эллиисъ. 
49) Назовемъ абсциссу точки А чрезъ х. абоциссу точки В чрезъ 2”. 

‘Абецисса точки 0, по симметри гиперболы будеть —'. Поэтому: 

АВ=е— а; Аб=е-а.. 

Слдовалельно АВ. АС= (2' — 2) (#2) = — <. Но 

Слфдовательно: 

итечи 
ау? _ а 
в т ГО жи — = е (у) а?. 

Итакъ: АВ. АО = а°. 

51) Примемъ оу за ось у, о за начало координатъ. Обозначимъ коор- 

динаты точки ® чрезъ (х', У'), координаты точки т чрезъ (2, у). Поло- 
жимъ: Ат = Вт = р; Ап = Вп = 4. Изь чертежа фиг. 809 видно, что 

угу а = (= — ('—г). 
Делоне. Высшая математика и механика. 29 



— 450 — 

Уравнене ММ пусть будеть у=Ёх’ или у? =”. Вставляя сюда 

вмфсто у’, 2' координаты 2, у по полученнымъ формуламт, найдемъ: 

ЕР И (2—9); 
или: р 

2 у 

ЕТ) 
уравнеше гиперболы, въ которой «= И 2—9; В = Ир? — 9°. Тан- 
генсъ угла наклоненя ассимитотъ будетъ: 

и? = = 
ОИ ВИЖ 

Слфдовалельно ММ есть ассимитота гиперболы, чертимой точкою т. 

52) Въ гинербол ”’— у=2а. Описываемъ изъ Е радусомъ # дугу; 

изъ №’ описываемъ дугу радусомъ За-н^. 

Въ пересфчеши дугь получится точка 

тинерболы. 

53) Изъ уравнешя параболы видимъ, 
что у есть среднепропорщональная между 

2р и ж. Откладываемъ по отрицательной 

части оси д? оть начала ОА = 3р (фиг. 

313). Проводимъ окружность, проходя- 

щую чрезь А и имЪющую центръ на 

оси 2. Изъ пересфчешя ея С’ съ осью у 

проводимъ параллель къ оси 2; изъ конца 
даметра В возставаляемъ ординалу. Пе- 

ресфчене ся т съ проведенною параллелью будеть точка параболы, потому 
что у = Вт =оС = УЗрх. 

51) Уравнешя сторонъ прямаго угла будетъ: 

у=м; уфа 

(по формулВ 36), если примемъ за ось 2 пернендикуляръ опущенный изъ, 

о на ММ, точку о—за начало координать Назовемъ чрезъ « разстояне 

о до ММ. Уравнеше ММ будетъ х = — а. Ордината точки пересфченя 

стороны у = — 1 26ъ ММ будеть — т или ; ;такъ что у = + ‚ откуда 

&= =. Внося эту величину въ уравнеше у = Дж. получимь: у = ы = 

или у? — а2. Если а= Эр, то получается уравнеше параболы у? = Эра. 
Искомое геометрическое мфсто есть парабола. 

55) = 005$; у=кзйф. Слдовательно Ат 05 ф-+ Бузтф-- С =0. 
56) Общее уравнеше окружности имфющей центръ въ (а, 6) таково: 

(ха - (у— 5) = №. 
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Если центръ лежить на оси 2, то 6—0. Если при этомъ окружность иро- 
ходить чрезъ начало, то В = а. Слфдовательно уравнене указанной 
окружности въ Декартовыхь координатахъ будеть (2 — В) у = 2? 

или 2? -- у’ — 2х = 0. Въ полярныхь координатахъ оно выразится 

такъ: и? = 2604; или г = 21 с08ф. Это уравнеше можно было бы 

написать прямо изъ чертежа, усмотрвь, что даметръ 2 есть гинотенуза 
треугольника, въ которомъ ^ катетъ, $ прилежащИй ему уголъ. 

57) #605 ф = а. 

58) Ре т: =: =1. 

59) из? ф = 2ркс08ф; или гзй? р = 2ре0зф. 

60) (2608$ = ы Га (жзтф ре та 

ИЛИ: 

608? т 1 И 
2 ( гы = =“) — 2% (+ — Ю эф . 005 ф 

т : (9 1. 
и ИХ 

61) (хзтф -+ 1608$)? = Эр (2608ф — у8%$). 

62) У = (: — 2); или: у = 2х р’. 

63) Если &', У’ косоугольныя, 2, у прямоугольныя координаты, то изъ 

чертежа, (фиг. 314) слфдуеть: 

2, = — У. 6000; д =" Е у 6030. 

у аи. Я № — ж; у = ут. 

дм " с0з 0)’  узто т 

66) Здесь: В? — 4АС = 16—11 

гиперболы. 

67) Здесь: 6 —4А0 =16 —16 =0. Тишь ца- 

раболы. 
68) Плоскость параллельную плоскости (у, 2) проведенную на разстоя- 

Ши 2 оть начала. 
69) Прямой круглый цилиндръ; ращусъ сбчешя его плоскостью нор- 

мальною къ образующимь равенъ 5; ось его направлена по оси #. 

70) Ось &. 

у = 0 8 = 

65) 

4> 0. Тишь 
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72) Пересфчене сферы, описанной изъ начала радусомъ 6 съ пло- 
скостью, проведенной параллельно плоскости (5, у) на разстояни 3 оть 

нея. Это параллельный кругъ, проведенный на сфер подъ 30° широты, 

если принять (2, у) за плоскость экватора. 
73) Плоскость, проходящую чрезъ ось = и наклоненную къ плоскости 

(2,2) подъ угломъ, тантенсъ котораго равенъ #. 
74) Параболическй цилиндръ, образующйя котораго проходятъ чрезъ, 

лежащую въ плоскости (2, У) параболу у’ = 2рх и параллельны оси 2. 

15) 1 = Х 003$ — Узтф. 

- у = Хзтф-+ Усоз$. 

#=2. 

76) Х с0за + УсозВ + Ёс0з1 = 0. Плоскость эта проходить чрезъ 
новое начало. 

77) +=е-илоскость параллельную (2, у) и находящуюся на разстоя- 

нм с оть нея. 
а а т 

18) то Утте-на вуз УЗ’ 

рее 
м7; СЕН 

(по формуламъ 125). 

79) Косинусы угловъ наклонешя дагонали куба будуть: 

вза=-——; свв = 1; 6081 = и 
УЗ Уз 

Косинусы угловъ наклоненя дагонали квадрата, лежащаго въ плоскости 
(2, 2) будуть: 1 я 1 

608 а' = ——; 608 В'=0; 0817 =-—. и" Туз 
Косинусъ угла ф составляемаго д1агональю квадрата и дагональю куба 
будетъ: 

608 ф = 608а . с03а' - с05В . с08 В’ 6081. 6081’ 

к Е Я 
Уё Уб Уб УЗ 
3.2—5.8—2.5 19 1 

80) 0030 ; = го 
: Уз? 5+ 2 Уз - 32 5 38 2 

6 = 120°. 

3.6+5.10+8 76 
81) 0050 Е — = 

) Из + 5+2? Уб +104 Уз у!152 

И 
— У 6 Ув ^ 
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9 — 0. Параллельность плоскостей видна и прямо изъ пропорщюналь- 

ности коэффищентовъ: 

еб 
6 10 —4 

82) Уравнеше плоскости таково: 

у РЕ ЗЕ ЕЕАЕ 
ай > 

Длина перпендикуляра равна: 

Длину считаемъ положительною. 

а. 9-8 ‚2—2 вх И 

ПЕ аи оО 

84) Исключая у изъ уравненй эллипсоида и сферы, получимъ: 

1 = 
ет 1 

"Ир-ь-==УЪ-Ь 

уравнеше 2-хъ плоскостей. Слфдовательно пересъчене эллипсоида со 

сферою тожественно съ пересфчешемь этихъ 

двухъ плоскостей со сферою. Но пересфче- 

ве плоскости со сферою даетъ кругъ. Слфдо- 

вательно пересфчене эллипсоида со сферою 

Я-А = состоить изъ двухъ кру- 
товъь АВи СШ (фиг. 315) лежащихъ въ илос- 
костяхъ, проходящихь чрезъ ось у описан- А С 
ныхъ изъ начала радусами равными 5. Плос- Фиг. 315, 

кость одного изъ этихъ круговъ наклонена 
къ плоскости (2, у) подъ угломъ, тангенсь которого равенъ: 

ЧН» 1 
Ре 
мы 
Ср. 

85) Пользуясь рьшешемъ задачи 84-ой, вычисляемь по формуламъ: 

1 СФ. 
т зе Ут 

с в 



п мА м 3 ще 

Иа 

что уголь $ наклоненя найденнаго въ задачь 84 круговаго сфченя къ 

плоскости (2, у) имфеть слБдующие за и 608: 

аи 1 = ай — с 

тт : с (8—9) Уф’ — ва те— ве 
Зав-—а) 

| 

| 
. 

| 

Уравнене эллипсонда относительно новыхъ осей будеть: | 

(тай —  — "ее - 

| 
и (хсу га. 

Ве? (а — 2?) а 
или: 

в [2 @— 8) , 6—2) у | 
"(= с?) 9 — с?) +в 

а Е») 
Не-а +" е—&) 

Зи у ПИ О 
= оба ыы. ы же 

®? (а° + 62) — а? шо аж УР Уй—@ 
айс о я 

Полагая здфсь 2, =т® гдь т постоянное 
получимь уравненю, въ которомъ коэффи- 
щенты при у’и при 2,? одинаковы. Это 
уравнене окружности. Слфдовательно с1- 
чешя эллипсоида плоскостями параллель- 
ными плоскости (27, у) получаются въ видь 

окружностей и потому они проэктируются 

на плоскость (2, у) какъ круги (фиг. 316). 
Чтобы убЪдиться въ этомъ, перенесемъ начало плоскихъ координать (2, у) 

Фиг. 316. 
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по формул 2, =2,-= я. Получимъ: 

Ва (а 62) — 116? 

а26с? 

эт У — Уре  2тУе_—Иуй—@ 
*% ас? т ас? 

Изберемъ такое а, чтобы члены, содержане х” въ первой степени. уни- 

чтожились. Для опредфлешя а будеть служить уравнене: 

р ув а ке 2т Уа пу с 

в сб? 

уравнеше же сфчешя приметь видъ: 

=0; 

$? (а?-не?) — а? = а’ эту 
а??? ти а ] р 

Правая часть состонть изъ постоянныхъ величин. Называя ся А", по- 
лучимь 2,?-Н у, = В* знакомое намъ уравнеше окружности. Такой же 
рядъ круговыхъ сфчешй получится отъ пересЪченя эллипсоида плоско- 

стями параллельными другому круговому сёченйо задачи 84-ой. 
86) Мы видьли въ задачь 85-ой, что центръ кругового сфчешя ле- 

жить на разстояни я отъ оси 02’, при чемъ а опредфляется изъ уравнешя 

2+," = | о 

или; 

ВсЪ центры лежать (фиг. 316) въ плискости (2”, 2’). Сл\довательно они 

лежать на прямой ММ, имЪющей уравнеше: 

Ив ув 

ЕЕ оао #' = 

Изь формуль, дающихь переходь оть 2, у къ 2,, 2. легко получить для 
обратнаго перехода; х, = 2608ф + 281$; 2 = — жзтф + 2009$. Вота- 
вляя эти величины въ найденное уравнене прямой, получимь: 

(ха — © в У? — №) ас 

(су — Ш — вуй—@) уе уй-а 

или: 

уя—а. 
ау — № 

Центры одного ряда круговыхъь сфчешй лежать на этой прямой, соста- 

#=—х 



УР А ы ра 47”. наб сы 4 “. 

вляющей съ осью х тупой уголь, тангенсъ котораго равенъ ГЫ 
ау? 

Центры другого ряда лежать (по симметри эллиисоида) на другой прямой 

наклоненной къ оси 2 подъ угломъ дополнительнымъ этому до 180°, тан- 

Уй—е 
тенсъ вю = Ио. Уравнене 2-ой прямой таково: а утв 

Прямыя, проходяния чрезъ центры круговыхъ сЪченй эллипсонда 

имрютуЪ весьма важное значене въ оптик® и въ кристаллографии. 

Вт) Б 4=. 

88) (тАз"-1 5 Вл" + 502%) ах. 

89) (идьа”-1-- (т — 1) Ана"... 242 -- 43) 42. 

90) (62 = 2022 = 49° += 33415) 42. 

91) [(@ + 5) п + (т -+ яз) В 42. 

92) |(аз-н бе -+ в) (2Аж-н В)-- (Аз? -- Ва - С) (Зах + 65}] а. 

93) [а2? = Бен сз 2 (2ах + Б)] 4х. 

94) [Меч Ва— (2+ В 4] ае., 
(Ах-- В) 

95) [(42? + Ве-н С) (2аз 5) — (ах? + фе-н с) (2Аж-- В)] 4х. 
[427 + Ва + 0] 

[(22° — За") (62 -= 55210) — (За? = 52") (102% — 214%] 4х. 

м (22° — 32") 

97) 60$ (ал? + 5) 2аз а. 

98) (аз? 5 Вр -- ©) воз -+ (2ах -- $) эт =] ах. 

99) (2а2 -Н Ъ) с0з (аз? ++ 9 -- с) ак. 

190) (— 3 2 5 6057 2) 45 = 608 (22) ах. 

101) [(ах -Н 5) (08 — эта) — (зп -Н 0082) а] 45. 

(ах -н в 

я а@х 

и ЗУ ь 

103) ео 
2 Иа ее 
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аах 
104) Е ЕУИВСТ г 

2 (аж -- 5) 

т _ ео. 
2 (а2? + 5 6)} 

22 ах 2 ах 
106 —=-—. 

) 2Уа-- У 

дах 
107) — ата 

108) ав + Уа- 27 с0зж| ах. 
а’ 

109) 

в 8 Е эр 0494 
У утыя м | 

(Зал += 5) =. 

а) аа фр -нс 

ии) 9-48 — са. =. 

112) у=2”; Му =хх; а + 924, 

Чу —у (1-92) 42 = 47 (1-92) 45; 4 (7) =" (1+ 192) аг. 

113) у=е; цу=2; Ч 1545; Чу = 32 45 = 26° х 4; 

4 (^) = 3хе* ах. 

п уе му = 245 
4у = — 2угах = — 2ще* 4; 4 (2) = — 2те-* ах. 

2 (2+2) 115 РЕ Ен Е 
5) в | о: 

4х 116) ви: 

117) = 
21а” 



122) 9 бе бу +5; &=- За? + 15а — 10; 

42 = (1527 — бху -+ 5?) ах + (15ху’ — 32? — 10) 4у. 

123) Если и = 942, то 

(а аа 
= Е; 

6052. ух зтх. 0082 

Е и Е хх 
05  узтх. ож’ д Уытх. 088’ 

М... < ау 2 _ = 
& узтх . 082 Узтх. сх уз (21) (“ 4). 

124) 5= = 608 се; ат зу; 9% — * 608; и — ‚ ту, 

Ч: = с035 . 608. (т — зна . эту ау. 

97 ве 9/ 1—6; 125) Лау=у-е р с 

9’ 

НИ че 
Иа 9 та 

ду 

126) /(ху=у—1— 28; ы =; у 1 — 26; 

Чу ы 



Не 

127) ЗА зы; зови ву 2зт (29); 

ау эту — 2 

45 Эт (29) — 2608у — эту 

9/ _ ; ЗАДНИЕ ; й 128) 92 = усоза + 584 (#— у); зу = тж — вт (7—5); 

а Вы), 
ах _ тж — вт (2—5) 

19) 9 И  9/ Чу 1 ” 
0% 1—2 0у а ура 

Чу _-щ ФУ ОЕ Я 130) = 52 ЕЯ 202; = 602 

ау _ 2 8 у у : 
181) ый 608 2; а эт т: ат 608 2; а эх. 

э а Ро 132) э# = 208 . та: 

ь, ы 
я = — 2004? + Эвйй г — — 2008 (24); р = 4зй% (22). 

я у со Фу а АЕ 

в Ги ИР ВА 7 

а : 6 
Е". = — 6“ = — 

. ев Ель ЧУН . „2. 184) =" (а— 62)" 6; да =т (т—1) в (а— 62)" 

С оО и (а = т, т (т — П(т— 2) (а- 1%) д 

(АТ „ „ = 
мы (— Г" (0) (и— 2)... (ивы) в" (а—в)"-". 

ЗдЪеь множитель (— 1)" поставлен только для того, чтобы показать, что 

при ® четныхъ стоять =, при нечетныхь —. 

Чи 1. 4 _ @34 



ди 2 й ди 2. 138) Е 32 Зау; да 65; ду За = 3; 

9°и _ 9% з 
дз = 69 дд м 

ь ди ды \® ди з з 40 (“= 4) д (@®) 2 

= 62 (4=)* — ба аеау - 6у (4%). 
ди НИ МО 0 а 139) дд = "8; а ТУ; а ету; 

г #7 089; г = оу; г ету; ыы #00 у; 

м Ниузая = — ету 

Ф0= (> а» -. &)” о ак +8 с (ав) ау 

я @9) вы + у 
и = в" т ух? + Зе” со; у42? 4у — Зе” зтуах ау? — в* созуйу® 

140) Первыя производныя остаются безъ перемфны; вторая производ- 

ная обращается въ 
ах 4у — ауа?у 

42° 

Данное уравнеше обращается въ 

4еазу — ау? ау \з ду _ ры 
Замфчая, что теперь 4?у = 0 и умножая все на (42)*, получим: 

ду? -- = (ау) — в (ау) = 0. 

Дфля все на (4), получимъ: 

ь) 
Е 2—#=0 

141) 4 = а 603%; 45 = — 34608? ®. зто. 4%; 

ее ны 
У=Ь(1 — 005? 1 = Бай? ©; ду = 365? ® с0з®. 49; 
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(о ЗВ зи? ®. 08 ® 4® о 

а 39000. это ао а 

142) Данное уравнене обращается въ: 

ах4?у — ауа*х = ау у х 

аа? ее ти 

4х = — эт @х = — 6051. ЧЁ 

— зв. Фу ау. сова воз ау И 
— этав ЗЕ. т Е зи 

Фу 
ав +90 

148) По теорем Тойлора: 

— 397 4х —5 +2 (32° — 65 + 4) + Г т 6 

= 4 — 34 45 — 5-4 62° — 120 +8 122 —12 +8 

=: 2 - 32° + 42 —1, 

р а ны 

81 Ее и Рог 2 = 5 (305 ви т Е (1204 — т ав 43005 

А. 7129 р) Ва с. 5.6 120. 

145) /@=У=; л@®= 

Е и 3 1" ф =в= 
—- Е 12 1.8 
Из1=/ (1+) =1- АТО 

2. 1.23 Г. 8.5 
146) ЕЯ Ра 67 -+ 

147) нае" ны В 
ны 23 ме ВИ у 

22.42 2.4.6 м, 
6 За 58 

153) ти 



ны и 

158) Наибольш. при 2 = 3; наименьш. при х = 5. Наименый. = 30. 

'Наибольш. = 84. 
159) Наименыш. при 2 = 6; 5 = — 3. Наиболыш. при = — 6; 2 
160) Наибольш. при 2 = — 1; наименыи. при х =3. Наибольш. = 9; 

наименьш. = — з А 

161) Наименыи. при 2 = 2. Оно равно е. 
162) Назовемъ основаше чрезь х, сумму высоты и основан чрезъ эй; 

тогда высота будеть »» — 2. Найти наибольшее значеше функщи 2 (т — 2). 

4 [= —- ЕО; 255; высота = т =ъ. 

Высота и основаше наибольшаго треугольника равны между собою. 
163) Обозначимь гипотенузу чрезь р, одинъ изъ острыхъ угловъ 

чрезь $. Катеты будуть рс0зф и рф. Найти наибольшее значеше 

функщи р (605 ф = 5 $) 

4 (05 ф + 3$) 
4? 

Итакъ зтф = 08$; ф = 45°. Катеты доажны быть равные. 

161) Радусъь полукруга долженъ равняться высоть прямоугольника. 

= — тр -+ 008$ =0. 

165) 9 ву; = 2 #—3;5=19=2;2=—8, 

166) ее ЕЕ а® 

Даина отрЬзка постоянная = а. 

167) У у=37 (Хх) 

д . ау 9х 168) уе РУ У 1 пре и, 

169) и’ = 49? (6081 ф — ай? $); (ай -- у’ — ааа ау 

Е 4 т 2 (2 2) 25 — 2а?д; С = 2 (27-4 у?) Зу-+ 2а?у; 

Чу _ [а — э (а -у?)]х. [#— 2 (2 - у)] г 
45 у) у’ о = 9 [2 (2-9) +4] м: 

ау _ ау 
170) и; = в05х. 

2 — 

Знаки при 052 и при (— 6032) противуположны при веъхъ иксахъ; слф- 
довательно кривая постоянно обращена вогнутостью къ оси х, 



о 

Отсюда х = (21-= ия „тдф 2я -- 1 есть обозначене какого угодно нечет- 

наго числа. При 2 равномъ нечетному числу разъ 
перегиба. 

172) и = 2рх; у=УЗьг =УзрУх; 

м = 19 45° =1; УЕ БРЕих 

Точка лежить въ конц ординаты Ра изъ фокуса. 

2 2 
173) пе = Бет 

‚ Е ГВ : 
а: во=у 5 "5 а} 5 да  @ (та й 

} 
№: — ыы ; т-а= ту :-+ий=т. 

ай я -и 
Эллиисы этой задачи суть тЪ, которые вычерчиваются различными точками 
отрзка длины т опирающагося концами на оси координать (срави. съ 
задач. 45 и 166). 

174) (2 — а)? + у’ — 4та = Е(х, у, а) =0; 

ео - 4т — 0; з—а-н2т = ба=х- от 

Ат? + у? атх — 8т? = 0; у = дат -- 4й; 

нарабола, 

115) Дифференцируя уравнене у? = 2рх -+ 427, получимъ: 

ау _ : 2у 12 — В+ 242; 

ы 4у _ Р-92. 
ый ЧЕ 

Чу Дифференцирул: и р-на, 

получим: 

СлЪдовательно: 

ра ра -+ 427) д у щ ры у Ч; 



АЕ 

Чи \* 2 
в - (-- м 

ат у’ И, р и 

ау \* Зе з (99. По п =уУ-у [2 < 

если # обозначаеть нормаль (отъ точки кривой до оси). Поэтому: 

#з 
= Я к 

Такова величина радуса кривизны дая всЪхъ коническихь сфченй 

(см. $ 63). 
Ги -ы 

(2а-+ 32) У “” 2% я 1 Я, [= );уи=2 она ) р И ( =}; и 5 (22 -- а) 

Вам? = 4 [2а == Иа? — Тай? [+= Уа? — 124й — а] 

— уравнене развертки въ координатахъ (#, ). 

аз (55 — 12а) Заз! 177 лы ое... у ) 3 ба — 2): За) 

} 
178) Р= 5 | 

179) Лемниската имфеть видъ восьмерки (цифры 8) лежащей по ио- 

лярной оси. 

180) Эта кривая называется конхоидою. Уравнене ся: 

*°туяжи ИХ 

(2 — а)? (2? -н у?) 

= Из; 

(фиг. 317). 
181) Эта кривая на- 

зывается улиткою 'Пас- 
г Фиг. 317. Фиг. 318. 

каля. Уравнене ея: 

т = @ 080 = 6 

или: Убчу=а У те (а -Ну — аа) 5 (у) 
2:9 
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Если > а, то видъ ея таковъ какъ (фиг. 318). 

Если $ = а, то опа имфеть видъ фиг, 319-0й и называется кардоидою. 

\ | 

Фиг, 319. Фиг. 320. Фиг. 391. 

Если $ < а, то видъ ся таков какъ фиг. 320. На вевхъ трехъ фигу- 
рахь начерчень и кругь, изъ котораго образуется улитка. 

182) =. 

183) #=0. 
184) Видъ кривой” изображенъ на фиг. 321. 

185) (27 -н у -н т")? — 4т' 2? — а*, тдЬ 2т есть разстояше между 
фокусами. 

186) ФН: = (Хе + Уз), 
4 д д д 9/_д 189) ри =2д; и 2у; &= 2у; и = 22; 9 =0 

(Х—2)=-- (У—уу= 0; или: Хе + Уу=В! 

(У—уу-+ (2 —22=0; или: Уу-- #2 = Вл? 

190) Уравнеше нормальной плоскости въ дифференщальной форм 

(362) для веЪхъ кривыхь одинаково. Чтобы получить его въ конечной 

формЪ, поступаемъ слфдующимь образомъ. Имемь: 

1 (ву, =0 

$ (2, у, 2) =0 
4 ей а, — Ни Чара 

почти =0 

Отсюда: 

НУ", 09 об 
ау 02 02 05 02. 4 _ 9 ду ду 0х 

2 у № № мо № 9 
9 0: 92 94 99 92 94 0 

Делоне, —Выешая математика и механика. 30 



и 

Дфля (392) на 42, получимъ: 

о Е 

Вставляя найденныя значешя ве получим: 
ат › аж › 

(х э|ы #9. | - ре ме =*] 

неа. |= . 

Для кривой задачи 190-ой получимъ: 

(Х—ди-—(У-У=-+ (2 -ду=0. 

191) жив -=№ 

192) 9 _ 22 У. 9/2 

й г ма За 

и — Е 

Ат 
ГУ с 

м, у = у воз (М, у) Е: 

та 

воз (№, #) = ы 

— мвд 2 2 з 198) (2 Ха У (= 26. 

ы у 2 

д. атзтх 194 и -уут—я ) У АХ 

195) Е аи ЕР 

196) . х. их — Ут 2 

197) ( — рати) ато — Ут 

1 = [5% 198) Таля (5). 

199) и (=) 



не 
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200) Полагая а + 65 а у получимъ: 

— ме). 

201) —ж.. 

1, [2-1 @—2) 
#02) Е [Е —п@-+?)|* 

4? 19 (# — а) $19 (#— 5) 619 (#— 6) 
Но (а—5) (а—©) 5 (6—а) &— в) ны @—а) (5 

204) Подстановка 2 = {° приводить у въ виду 

(1- # — 2) 64 
1-2 

содержащему радикаловъ. 

205) (1 -- 2 ИЗ 

ь Втр 
Я 1. Утяки кр Ут 

т. 

207) Гиз - анте = 

208) Е И 
608 & 608 

608 2 ах 'азт 2 . 
209) ее = — эта 

„_@ 

608? 2 492 _ 
210) ] = = НЙ — 1992. 

6082 

з в 
и“ 

211) ие 
© 

а 
212) 1 "2+0. 



27488723 

213) ау = чи—@; Е 

Длина всей кривой заключенной между положительными частями осей 

координат 

214) 

=. Ф=* ф=0 
4 — 08 

215) р в о ТР ый 
«—0 т х ® 

| РЕ: 216) зи 

ы | Зе рх? тух 
218) * Дия 2ргаг = ̂^, = ^^ = половии 

$ 

цилиндра высоты 2 и основан =у?. 

‘абс ‹ — 219) Зе: 

220) =-/ = 42ау = =. 

= ; УБа-и а узы 

нор ыы Г Гуея-Раы 

6 о Я-то = 
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Этоть интеграль по формул [4] параграфа 276-го равенъ: 

уф № у 
Л 5 че р] “= 

у ис Неа, тыс 

$ 

222) = Ис = = о узы 

== Гуам 2 
а 2 -- 2рх 4 = 2к 3. 5р 

= 2 [У (--2^а _ 
ОХ: 

— 2% (р 2ра} — 5 м 

= [Ир а фр. 

223 Е ЖЕ. 2 ке. 1 ) ука= в: И@+а= =. 

224) (у— В) 4у _ 24. ау Ъау _ зах Е 

у гад’ у а 

у — 60у =а — х — а19 (а — 2). 

225) @ -# 4у = 2* (1): =; 4у = 45 + хаг 

(1 — 22) 45 - 2 (24х - 24г) = 0; и" += 1 = э=с 

паг 
Мет — 2 э + НО, 

Если в = 1, то: 

(#—у 7—0 

дах уу 296) ее а ау; 

или: 
ау —а? = 

уе=уячи 
Е (т, у, в) = 2еу + с + а? — 

9 унии 



о — 

подставляя въ Е (2, у, ©) вместо с величину (— у), получим: 

У у@ — 2 =0; 
или: 

я -ну=аг. 

Общ интеграть 2? = 26у + с? - а’ представляеть (при различ- 

ныхь с) рядъ параболь. Особый интеграль 2*- у’ = а* представляеть 
окружность. 

не и 227) УУ=Р(Х —12), В Р= 

Разстояне а касательной оть начала равно: 

а= 9. у— рат. 
1-9 

Дифференцируя по 2, получим: 

ар а 
р=р- ар + у 

или: 4 (= = ЭР )-° 
1-5 р? 

Послфднее уравнеше разлагается на два: 

ар ар = 0; — + 2 = 0. 
В ИТР 

Изь ар = 0 получимъ: 

а Е : РЕЦ: = У= #2 + С, 

рядь прямыжь. Изъ 

ра: 
1-2: 

въ соединеши съ полученнымь выше у = р + «УТ -= р? получимь: 

ны а 

Ум 
Возвышая въ квадрать и складывая уравнешя: 

ар а 
А = 
УТ ии 

получимь 2? + у? — а? окружность. Требованйю задачи удовлетворяюгь 
прямыя, проведенныя на разстояни а оть начала, выражаемыя общимъ 

интегралом, и окружность, огибающая ихъ и выражаемая особым» инте- 

траломъ. 
2 

228) яр А 9 94 
у у = 



уЕ= бо =" (+ у). 

ах ау _ 42 
30) = 24 = =— = — = 230) Ур + 4—5 Й ь 

О РЕ СЕ у Ак 

2 = @+ У ( — 27). 

# 

Механика. 

1) у = 0; 2 = эт =. 

Синусонда (волнообразная) лежащая въ плоскости (2, 2). 

2) чу =@е и; г = 0. 

2 
3) в+ы=ЕЕ 2 = 0; эллиисъ въ плоскости (2, у). 

4) 2 = В 03 (: у=вй (5) винтовая лин, 

5) Ч а (= Е ат ад = 

а: 
6) РИ 

7) Сила та? въ (аё) = та?2, притягивающая точку т къ началу 
координать, прямо пропорщональная разстояню д отъ начала. 

8) На точку дЬйствують: тяжесть ту и сопротивлеше, которое можно 

выразить чрезь и й?е? (всегда можно подобрать такое #, чтобы сопротив- 

лен пропорщюнальное квадрату скорости ® выражалось такимъ образомъ): 

= =— 97а) 

4 
И 9а-#) 



— #0 — “и (№5) + С. 

При # = 0 нолагаемъ в = т. Слфдовательно С’ — ай (#.) 

ВО = ат (1№0,) — ат 9 (№). 

— 0 
По форму и (9 —® = в получимь; 

РЕНА о 
1 и 

в 
Ти, — 9 (#00 1 [ №, со (#90) — 5т ви | ах 
ЕР (190 № 1 | 208 (96) = (о эт (190) ИЙ 

оз -- С, = 19 [608 (# 90) + ео зв (№90. 

При 2 = 0, время # = 0. Сяфдовательно С, = 0 

205 — 19 [608 (Е 90) = юз вт (#90. 

9) Рмпимь сначала такую задачу: Точка т, находящаяся на пря- 
мой ОЛ, притягивается неподвижными точками О и .4 по закону Ньютона. 

Массу точки % можно принять за единицу. Въ начальномь положеши 1) 

точка т получила скорость », по направленю ДВ. Какъ велика должна, 

быть у, чтобы эн, дойдя до положеня равноввоя Е, потеряла бы всю 
скорость? 

Примем 0 ‘за начало координать, ОЛ за ось иксовъ. Обозначимь 
массы точекь Ои А чрезь т, ит,, коэффищенть притяженя-—чрезь ®. 

Пусть будуть: «—разстояще 04; 2, и 2, координаты точекъь Л) и Е. 

г _ 48 _&, №, вы 
а @. аа та — > 2 (а—2) 

РЕ Эт, 2Ёть ней 

г а-# 

Изъ начальныхь обстоятельствь движешя находимъ, для опредфленя С. 
такое уравнение: 

Поэтому: 
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При 2 = 2, скорость ® обращается въ нуль. Олфдовательно: 

Положене точки Ё опредфляется условемъ 

йт бт, 

2 @-в)' 

Для случая земли и луны, обозначая чрезъ А радусъ земли получимь: 

81 1 
ОО = пони 

: ОИ 
ве 2, — Иа, 

откуда: 2, = 54 В. = = 9,8. 

Поэтому: 95’ = 19,6. 6400000 | +5 

Отсюда приблизительно: *, = 11000 метровъ въ секунду. Это громад- 
ная начальная скорость; теперь артиллерфя не достигла еще начальной 
скорости въ 500 метровъ. Юсли точку бросить по направлению къ лун 

съ большею скоростью чЪмь 11000 метровъ, то она упадеть на луну; 
если съ меньшею, то она вернется на землю. 

Е еб 10) й о ав 0; = ав 5 й @ с05 (@ё); 

Ех тт (аЁ ав = зт (ай) 

з ‚4 ты 
и) = Иа" -+ а? с0з* (а) = а Ут -+ воз" (90) 

| в. \ 2 .\3 каз 

я ие) + (==) Уа* вт? (аё) а? вт (а) = а?2. 

4 ‚ Фа и: На 
11) РИ — а 608; а — азтё ГЛ фт В 

4 _ Г А 
яв =— 6986 а = ан =0 

о = Имей + Ме; у = Уф ати р  соё = Уйу 

42 
с0з (Г, 2) = # 600 

У Улов 



Е ь & — оз о 
у Уаз соз? Е -- 07 зп 

608 (У, в) =0 
га х 

у ае — азтё — 
в08 (да) == = -— 
‚95 я Уаз? Е-- ВЫ 08 Уйчу 

Фу 
в (У) 4 — 6 6054 —9 

} Я Уайз ЕЕ ой Уч 

сов (1, г) = 0. 

Посльдня 3 формулы показываютгь, что ускореше направлено къ центру 
эллиптической траектори полученной къ задач 3. 

12) = — Кб = = Вов — Ромб 

у гр 8 ‚ и“ 

а Е ео 

"=У + 0*; 1=В 

60$ (1, 2) = — 6086 

68 (1, У) = — зт6 

воз (1,2) = 0. 



— 415 — 

Добавлен!е 1-е. 

0 мнимомъ перемфнномъ. 

Математика послфдней половины ХТХ-го столуя характеризуется 

особенно сильнымъ развимемъь теори мнимаго перемфннаго, на почв 
котораго построена вся современная леорйя функщй. Поэтому я нахожу 

необходимымъ сказать нЪ®сколько словъ о мнимыхъ величинахъ и о функ- 

щяхъ мнимаго перемфннаго. 
Мнимою величиною называется всякая величина содержащая У—1. 

Квадратнымь корнемъ называется такая величина, которая, по возведе- 
ни въ квадрать, даеть подкоренное количество. Въ ряду цфлыхъ, дроб- 
ныхъ и ирращональныхъ величинъ, которыми занимается элементарная 

алгебра, не существуеть такой, квадратъ которой былъ бы равень — 1. 

Поэтому У—1 и названъ величиною мнимою. 

Но невозможность такой величины совершенно условна. Постараемся 
это пояснить. 

Когда занимаются только цфлыми числами, то признають невозмож- 

нымъ дзлеше меньшаго числа на большее, и дЪйствительно во многихъ 

задачахъ, напримЪръ въ такихъ, гдь требуется опредфлить число живыхъ 

людей, результать '/, человфка нелфиь. Но это не помфшало установле- 
нию понятя о дроби и существует множество задачь, въ которыхъ дроб- 
ный результать не содержить никакой нелфпости. Съ течешемъ времени 
поняте дроби вошло въ обыденную жизнь и знакомо каждому; выраже- 

ше '/, фунта понятно каждому. Со введешемъ дробныхъ величинъ ока- 

залось возможнымь дфлеше меньшаго числа на большее. Результалть та- 

кого дфлешя нельзя найти въ ряду цфлыхь чисель, но ого можно найти 

въ ряду дробныхъ чиселъ. 
Во многихъ ариеметикахъ категорически заявляется, что изъ мень- 

шаго числа нельзя вычитать большаго. Во многихъ задачах результать, 
такого дЬйстыя дЬйствительно нелфиь, напримВръ если окажется, что 

явилось къ обфду (—5) человЪкъ. Но существуетъ множество задачь, въ 
которыхь вполнЪ понятны результаты вычитан!я большаго числа изъ 

меньшаго-—отрицательныя числа. Съ течешемъ времени и отрицательныя 
числа вошли въ обыденную жизнь. Ученикъ, повфривций въ ариеметикЪ, 
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что нельзя вычитать большаго числа изъ менынаго, преспокойно зани- 
мается такимъ вычиташемъ въ алгебрЪ. Точнфе надо было бы выразиться 

такъ: результать вычитаня большаго числа изъ меньшаго не находится 

въ ряду положительныхь цфлыхь или дробныхъ чисел. Но его можно 
найти въ ряду отрицательныхь чиселъ. 

Точно такъ же результать извлечешя квадратнаго корня изъ отрица-. 
тельнаго количества нельзя найти въ ряду дЬйствительныхъ, цфлыхъ или 

дробныхъ, положительныхъ или отрицательныхь чиселъ. Но отсюда еще 
не вытекаеть невозможность извлечешя квадратнаго корня изъ отрица- 
тельныхь количествъ. Только результать такого дЬйствя надо искать въ 
ряду особыхъ чисель, неудачно названныхь мнимыми. 

Отрицательныя и дробныя числа были введены очень давно, и съ вве- 

дешемъ ихъ математика обогащалась новымъ матераломъ. Мало по малу 
эти числа проникли и въ жизнь. Точно такъ же введеше мнимыхъ ве- 
личинъ необыкновенно обогащаеть математику и эти величины несомн»нно 

проникнуть современемь въ обыденную жизнь. 
При введеши такихъ новыхъ величинъ чрезвычайно важно соединить 

ихъ съ какимъ нибудь реальнымъ представлешемъ, напримфръ геометри- 
ческимъ. Это и сдфлано для отрицательныхь величинъ: если направлене 
въ одну сторону считается положительнымь, то направлеше въ противу- 
положную сторону считають отрицательнымь. Нужно только, чтобы такое 
представлен!е согласовалось со свойствами изучаемыхь величинъ. Вели- 
чины --аи —@ при сложени взаимно уничтожаются; движеше точки 
на разстояще а« виередь и затфмъ на разстоящше а назадъ приводить 
точку въ первоначальное положене. Въ этихъ и другихъ подобныхъ фак- 
тахъ и находить себф оправдаше представлене отрицательныхъ вели- 

чинъ противуположнымь направлешемъ. 
Теперь я хочу показать, что и мнимой величин У —1 можно при- 

дать ана значене. Можно напримфръ считать помножене вектора а 
на УТ за понороть на 90°. Дфиствительно, если ОА = а, и я при- 
нцимаю, что ОВ =а У — 1, то, помножая ОВ на У —1 я повертываю ОВ 

еще на 90° и долженъ получить ОА’ = — и. Но это совершенно согла- 

суется со свойствами У —1, потому, что 

ОА! = -а=аУ-л.у 

ибо извфетно, что УТ ИТ = — 1. 

Сначала математики вотрётили мнимыя величины при рЬшени квад- 

ратныхьъ уравненй и долгое время принимали ихъ за невозможныя вели- 
чины. Мало по малу убЪждались въ ихъ важномъ и боле глубокомъ значе- 
нш. Наконець въ началв ХГХ-го стол я знаменитый Коши (Саисву) широко 

примфниль мнимыя величины къ теори уравненй и къ интеграламъ. Съ 

тЬхъ поръ теоря мнимыхъ величинъ стала быстро развиваться и пролила 
ярый свфть на мноме вопросы анализа и на общую теоршо функщй. 
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Оказалось болфе цфлесообразнымъ изслдовать не ЕН но двучленъ: 

учел 
называемый компилексною величиною. Эту величину стали изображать 
теометрически слфдующимъ образомъ: величины 2 стали откладывать по 
оси 2 прямоугольной системы координатъ, величины у— по оси у. Вею же 
величину 2 + у изображать точкою (х, у). Такую точку назы- 
ваюгь физуративною. Самую величину У — Т стали изображать сокра- 

щенно буквою #, такъ что комплексную величину изображають такъ: 

ш-#. 

Фигураливную точку можно отнести и къ полярнымъ координатамъ. По- 

мощью извфстныхь формуль: 

# = 608$; у=изтф 

получимъ: и 

&- 1 = п 608$ -Н #* 608$ == (608$ Е { 3%). 

ЗатЬмъ стали изучать функщи отъ комилекснаго перемфннаго & + #/. 

Ташя функщи: я 
аыя функи =/ (а-я). 

Изучеше именно такихъ-то функщЙ и оказалось наиболье илодотвор- 
НЫМЪ. Одинъ изъ современныхъ математиковъ выразился такъ: область 

дЬйствительныхъ величинъ представляетъ собою какъ бы маленымй остро- 

вокъ на безбрежномъ океанф комплексныхь величинъ. Съ этой точки зрЪ- 

я дЬйствительная величина есть частный случай комплексной, именно— 

такая комплексная 2 -+ #/, въ которой у = 0. При упомянутомь геоме- 
трическомъ представлен и фигуративными точками только точки располо- 

женныя на’оси 2 представляють собою дЪйствительныя величины, всЪ же 
прочя точки служать представителями мнимыхъ величинъ. 

Не углубляясь далфе въ теорно функщй комплекснаго поремфннаго, 
познакомимся съ нЪкоторыми замфчательными соотношенями, получае- 
мыми при помощи мнимыхъ величинъ. 

Вставимьъ въ формулу 290: 
к Не д 

т И РЕТАИИ (200) 

выфото 2, величину 2 У—1. Подучимь: 

у= ЕТ жУ—1 

$ а еоервИЕ 

2 у 
в (. т. 

НУ | 

или: 
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Сравнивая эту формулу съ формулами (291) и (292): 

2 
. Е 
НЯ от и (29 

8 & = 1 — (0) 

получимъ: н 

#1 = сз + У —1 эта. 

Слфдовательно: ЕТ 

"У -1 = оз —У Тата, 

Изь послЪднихъ двухъ формулъ получимъ: 

в = —_—_— 

— замфчательныя соотношеня между тригонометрическими и показатель- 
ными функщями. 

Изь выведенныхъ въ этомъ добавлеши формулъ: 

-Нй/ = (608ф - #5 ф) 

#У-1 = сд + И Тате 

видно, что 
Е +и=ие?. 

Замфчательно, что теофя мнимаго перемЪннаго удивительно удобно 
прилагается къ изучению движен!я жидкости. Такимъ методомъ восполь- 

зовался виервые Кирхгоффъ. Профессоръь Н. Е. Жуковск развить эту 
теоршо въ своей книг «Видоизмфнене метода Кирхгоффа для опредф- 

леня движеня жидкости» до такой степеии, что получиль возможность 

теоретически опредфлять нфкоторыя величины необходимыя въ теори 

водяныхь колесъ и турбинъ, которыя до Жуковскаго опредВлялись только 

опытнымъ путемъ. 
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Добавлен!е П-е. 

0 вихревомъ движении. 

Изучеше уравнешй гидродинамики привели Гельмтольтца къ замча- 

тельной теор вихревыхъ движен!й. 

Движешя жидкости бывають двоякаго рода; 1) можеть существовать 
такая функщя, называемая мотеншаломь скоростей, производныя оть 
которой по 2, у, # равны проложешямъ скоростей; 2) можеть происхо- 
дить такое движене, для котораго не имфется потенщала скоростей. 

Въ послфднемъ случаф, то есть въ отсутстйи существованя потен- 
щала скоростей, частицы жидкости вращаются и при томъ такъ, что оси 
вращеня сосфднихъ частиць располагаются по нфкоторымъь подвижным 

кривымъ, такъ что каждая частица, расположенная на такой кривой, на- 
зываемой оцхревою нитью, вращается около элемента вихревой нити. 
Чрезъ каждую точку жидкости проходить какая нибудь вихревая нить. 
Возьмемь внутри жидкости безконечно малую площадь, ограниченную 

какимъ нибудь контуромъ (лиШею), и отберемъ всЪ вихревыя нити, про- 

ходяшя чрезь точки этого контура. Получимьъ совокупность вихревыхь 
лин, называемую оихревою трубкою. Относительно этихъ вихревыхъ 
нитей и трубокъ Гельмгольтць установиль слфдующя теоремы: 

Т. Вихревая нить состоить во все время движешя изъ однихъ и 

тЬхъ же точек, жидкости. 
И. Произведеше площади поперечнаго сфчешя вихревой трубки на 

скорость вращешя не мВняется съ течешемъ времени. 

ТП. Это произведеше имфетъ одну и ту же величину по всей трубк\. 

Вихревая трубка не можеть прерваться внутри жидкости, гдф она 

можеть только загибалься въ вихревыя кольца. Вихревая трубка оказы- 
вается неразрушимою, 
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Добавлен1е Ш-е. 

Система принятыхъ тенерь въ НаукЪ единицъ, 

Теперь принята слфдующая система единицъ. Основными единицами 
признаются 1 сантиметръ, 1 граммъ, 1 секунда. 

Принимаютъ: 
за единицу скорости — скорость точки, проходящей 1 сантиметръ въ се- 

кунду; 
за единицу массы — массу, содержащуюся въ одномъ граммф вещества; 
за единицу ускорешя — ускореше въ такомъ движеши, въ которомъ въ 

одну секунду скорость увеличивается на 1 сан- 
тиметръ въ секунду; 

за единицу силы — дин» — такую силу, подъ вмяшемьъ которой масса 

1 граммъ пруобрфтаетъ единицу ускорешя, то есть его 

скорость увеличивается на 1 сантиметрь въ секунду. 
Въ этой системф сила, равная вфсу 1-го грамма, равна 981 дину, 
Уравнеше (676) 

в\су 
масса = —“ 

9 
понимается тактъ: 

981 (дину) 981 
масса 1-г мм: = п = ал 
о И 981 (сантиметръ) 981 ь 

981.5 (динъ) — 981.5 _, 
масса 5 граммовъ = 5 г 981 (Сантям ) 981 



— 481 — 

АЛФАВИТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ. 

(№№ означають парапрафы). 

А. 

Абель, 441, 444, 461. 
'Абецисев 3. 
Алексфевъ 465. 
Амплитуда 399. 
Анвлизъ 115—340, 443—447, 465. 
Ангармоническое отношеша 451. 
Алалитичесвя геометрйя 1—114, 450, 

412. 
Аиндреень 472. 
Анисимовъ 465. 
Антикластическая точка 388. 
Аполлон й 208, 206. 
Аппель 466, 482. 
Аристотель 348. 
Архимедови спираль 917, 284. 
визшх 187, 444. 
агоов х 138,444, 955. 
агыех 139, 256, 
Ассимитоты 45, 47, 60, 213. 

Бахъ 485, 486. 
Безконечно малыя 115. 123, 194. 
Беллавитись 477. 
`Бельтрами 338, 475. 
Бернулли 220, 438. 
Бертрань 465. 
Бирман 466. 
Бобылевъ 482, 
Брессь 485. 
Брю 46%, 473. 
`Брюнновъ 411, 491. 
Бугаевъ 440, 469. 
Буке 467, 472, 
Букрфевъ 480. 
Буняковск!Й 481. 
Буркхардть 439, 466. 

Делоне. Высшая математика и механи 

Бурместеръ 487. 
Вурь 48 

Варьящонное исчислеше 446, 469. 
Ващенко-Захарченко 463, 469, 472. 
'Веберъ 463. 
Векторь 13. 
Вейерштрассь 466, 461. 
"Веретенообразныя поверхиости 895, 
Вершина оллииса 33, 68. 
— гиперболы 46, 68. 
— параболы 63, 
Винтовая косая поверхновть 946. 
Винтовая лини 244. 
Винтовая развертывающаяся поверх- 

ность 245, 85 
Винтовь теория 458. 
Вогнутость 179. 
Возможныя перемфщеня 888, 307, 
Всем!рное притяжен!е 372, 411. 
Выпуклость 179. 
Вьроятностей (теорйя) 456, 481. 

г. 

Талилей 345. 

Твуссъ 386, 496, 462, 415. 
Тельмгольтць 415, 482 
Геометря аналитическая 1—114, 

450, 412. 
высшая 451, 474. 
Лобачевскаго 452, 415. 
ночертательная 454, 419, 
`ивевклидова, 459, 475. 
положеня 451, 473. 

81 



— проэктивнья 451. 
— Римана 459, 475. 
Гейне 468. 
Гидравлика 488, 459, 486. 
Тидродинамика 485—488, 482. Доба- 

влене 11. 
ТГидростатика 430—434. 

О а, 5 пербола 42—4' 60, 68, 114, 
ав о ФН, 

Типерболоиды 100—105. 
Гиперболическйй параболоидь 110, 
Типерболическая спираль 291. 
Типоциклоида 232. 
Тлавная нормаль 248. 
Тлавныя сфчен!я 332, 383. 
Гномоника 454. 
а Е 
‘Орловой кругъ 100. 
рав ТВ. 
Гравежусь 482. 
Грассмань 477. 
Графическак статика 459, 484. 
Гринъ 429. 
Трунпы 441, 447, 470. 
Гурза 465, 466. 
Гуэль 465, 478, 

д. 

— площади 252, 
— сектора 315, 916. 
Дифференщальная геометр:я 455, 480. 
'Дифференщельное исчислеше 115— 

246. 
ыы ‘уравнения 297— 

14. 
скриминанть 62. 

Чаметры эллинса 31. 
— сопряженные 31, 202—206. 
Длина полуокружноети 280. 
— — архимедовой спирали 284. 
— параболы 281. 
— циклоиды 280. 
— эллипса 982. 
олгота 88. 
пореге 466. 
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е 145, 160, 255. 
Евклидъ 452. 
Евневичь 486, 489, 
Ермаковъ 477, 481. 
Ермить 465. 

| 

ж. 

Живая сила 355,356, 360, 800. 
Животные двигатеди 459. 
Жорданъ 465. 
Жуковскйй 489, Добавлеше 1. 
Куберь 490. 

з. 

Законъ большихъ чиселъ 456. 
— всемёрнаго тяготфшя 812, 411. 
— площадей 368, 371, 395, 396, 
— сохранен движеня центра инер- 

ции 389. 
— сохранешя живой силы 360, 890. 
— сохранен энерми 361, 394, 
Законы Ньютона 345. 
Закономфрныя кривыя 8, 9. 
Замфна перемннаго 156, 

и. 

`Индикатрисв 330. 
Импульсь 378, 814. 
Имшенецьйй 465. 
Интеграль 247—055, 
Интеграль живой силы 892. 
Инегрировазе по частямь 956. 
— бинома 266. 
а и 259—962. Г 
— дифференщальныхь уравненй 
тии ма 

— подетановкою 257, 
— радикаловъ 268—565. 
-_ нь функц 267— 

`Интегрируемость 309. 
'Интегрирующий множитель 303, 304, 

Е 
Торданъ 491. 

к. 

Каташе 222, 282. 
Касательныя 117, 173, 201, 207, 208, 

212, 218, 218, 224, 234. 
Касательная плоскость 288, 
Кватерыоны 453, 478. 
Кепалерь 372. 
Кетлэ 481. 
Кинематика 410. 
Кинетика 410. 
Кинетическая энергз 361, 394. 
Кирпичевь 485. 
Кирхгоффь 482, 483, 490. 
Клаузусь 490. 
Клейнъ 447, 466. 467, 475. 
Количество движения 357, 874. 
Коллиньонъ 482, 485. 
Комбинации 441. 
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Комплексное перемфнное — Добавле- 
ше 1. 

Комплексъ Плюккеровскйй 450. 
Кбнигсь 412. 
Коническй поверхности 111, 319, 320, 
— сфченя 62, 114. 
Коноидальныя поверхности 321. 
Координаты 2, 3, 4, 51—53, 56—59, 

61, 67, 83, 84, 450. 
Коркинъ 465. 
Косоугольныя координаты 61. 
Косыя поверхности 102, 354. 
Котельниковъ 478. 
Кривизна 185, 331, 335. 
— поверхностей 386—839. 
Кривыя 2-го порадка 28—50. 54. 55, 

60, 62, 63, 114, 201—916, 211—273, 
281, 282. › 282. 

— цивлоида 222—529, 274, 280. 
— огибающя 184. 
— рулетты 228—532. 
— спирали 211—221, 284. 
Кругь кривизны 185. 
Круговыя функц 137, 138, 139, 404. 

л. 

п 348, 382, 388, 884, 385, 398, 

ПЛагуриери 479. 
Лама 48. 
Папавсь 417, 481, 491. 
Леви 

Лемниската—задача 179. 
Лейбниц 115. 
Ли Софусъ 447, 465, 470, 415. 
Линейныя преобразовазя 441, 463. 
— уравнешя 807—810. 
Линейчатыя поверхности 109,394, 450. 
Линфи геодезичесвя 840. 
— кривизны 885. 
Лобачевсьй 452, 475. 
Погариемь 148, 164. 
Логариемироваше 150. 
Логариомическая спираль 218—250. 
Порашь 465. Е 
Лузъ проэктирующий 451. ПНлиикооль 409. 

Механизмы 459, 487. 
Млодзъевск Й 476. 

Мюллеръ-Бреслау 485. 

н. 

Наблюдеше 848. 
Наибольшы 140—170. 
Наименьшия 110—172 
Направлен!е касательной 117. 
— нормали 240, 
— прямой 85. 
— элемента иривой 181. 
Направляющы 316. 
Начало возможныхь перемфщевй 

397. 
— Д’Аламбера 318. 
— координат 3, 57, 67. 
— сохранешя движеня центра 

инерщи 889. 
— живой силы 360, 390. 
— площадей 368, 311, 35, 896. 
— энергыг 361, 804 
Начертательная геометр!я 454, 419, 
Небесная механика 849, 491. 
"Независимое перемфиное 65. 
Неизмфияемая плоскость 396. 
Некрасовъ 465. 
Нейманъ 490. 
а выражешя 167— 

169. 
Непрерывность 115. 
Неявныя $; 65, 154. 
Нормаль ГИ, 117, 28, 280, 940, 941, 
Нормальная плоскость 936. 
Нормальныя съченя 331, 882. 
Ньютонъ 115, 344, 345, 411, 482. 

о. 

Образовавше поверхностей 315—828. 
Образующия 316. 
Объемъ тьль 259—292. 
— эллипсоида вращешя 289. 



Ави ЗОНЯ ты 

Но 491, о 
предфленные интегралы 251. Отта 960, 400. 

Опыть 848 
Ордината 3. 
Ортогональныя проэнцри 454, 
Оси гииерболы 46. 
— гиперболоида 103. 
— координат 3, 13, 67, 
Оси эллинса 29, 80. 
— эллиисоида 107. 
Особыя точки 193—199, 388. 
Особый интеграль 306. 
Остаточный членъ ряда 142. 
Остроградскй 498. 

п. 

Парабола 48—50, 55, 62, 63, 114, 216, 
216, 271, 281; 

Параболоиды 108—110 
Параллельность 94, 91. 
Параметры 183. 
Паровая лошадь 398. 
Пары силь 458, 
тЫ р 
вукеръ 485, 

Пенлеве 465. 
Перегибъ 180. 
Перемфнное 6, 65. 
Пересьчене дннй! 6. 
— полерхностей 71, 107, 109, 114, 
Перпендикулярность 25, 90, 
"Перспектива 451, 454. 
Пикарь 465, 466. 
Плоскость 87—94. 
— касательная 288. 
— координать 67. 
— нормальная 237. 
— соприкосновешя 242. 
Плюккеръ 472, 450. 
Поверхность 63,70, 100—118,294—996, 
Зов, 

— пращены: 100—104, 10, 108, 289, 
294, 322, 

— гиперболоида. 100—105, 
коническая 319, 320, 
коноидальная $21. 
линейчатая 324, 
пораболовла 108—110. > 
развертывающаяся 245, 328, 395, 
В, ВВ, а 

— сферы 69. 
— трубчатая 397. 
— уровня 492, 483. 
— цилиндрическая 317. 
— шара 69. 
Подкасательная 175. 
Поднормаль 116. 
Показательная функц 149. 
Полный дифференцить 152. 
О 
`Полярныя координаты 51—58. 

т ная ось 51, 83. 
НЕ 
'Полярныя ‘уравневя кривыхъ 9-го 

порядка 55. 
Покровсь!й 466, 467. 
Порядокъ безконечно большой зве- 

личины 122. 
— — малой величины 123. 
— касанйя 189. 
— кривой 66. 
— уравнены 15, 66. 
Порядокъ разно дифференщаль- 

наго 291. 
а сторона многоугольнияа 

Поссе 465. 
Е длины полуокружности 

— кривой по уравненйю 10, 30. 
— циклоиды ВА 228. 
— эллинса 41. 
Потенщальная энермя 861. 
Потенщаль 359, 386, 887, 416, 419, 
Потокъ силовой 494. 
Преобрвловишя (группы) 447, 470. 
— линейныя 441, 463. 
Признаки сходимости рядовъ 148. 
Преобризовиийе, коордишить 52, 53, 

56—59, 71—80, 84. 
Притяжение 872, 11-499. 
Пролаподвия 116—191,128-—189,151— 

1 
Простыя функщи 126—139. 
Проэктивный лучь 451, 
Проэкцы 78—16, 995. 
Псевдосферн_ 388. 
Пуанкаре 475, 490, 491, 
Пувисо 458. 
Пуассонъ 418, 481, 482. 
Пучекъ 451, 

Р. 

Работа 354, 391—893, 397, 
Рад!усы векторы 99, 51, 83, 
Радусъ кривизны 185, 186, 192, 209, 
а 2, 219, 225, 948, 881—389. 

Равносторонняя гипербола 60. 
Развертки 187, 188, 211, 214, 220, 227. 
Развертываюцщия 187, 188. 
Развертывающеся поверхности 245, 

3, 825, 328, 389. 
`Разстонне между Э-мя точками 20, 

81, 82. 
— точки оть плоскости 94. 
— точки отъ прямой 56, 51, 
— точки эллипса и гиперболы оть 

фокуса 54. 
Растянутая циклоида 229. 
— гино- и эпицивклоида 232. 
Е механика 342. 

С . 
Рейе 418. 



— 485 — 

Римань 466, 415—416, 490. 
Рёло 487. 
Рёссель 452, 415. 
Рощинъ 465. 
Рулеты 281. 
Рычагь 397. 
Рэлей 490. 
Ряды 149, 157—165. 

с. 

Савичь 491. 
Салмонъ 463, 472. 
Связи 381. 
Сенъ-Венанъ 483. 
Сенъ-Жермент, 482, 
Секторь 275—218. 
Серре 463. 465. 
Сжатая эпи- и гипоциллоида 229, 232. 
Силва 351, 370, 420, 
Силовыя лини 421. 
Силовой потокъ 425. 
Силовыя трубки 494, 947. 
Симисонъ 288, 
Синкластическы точки 838. 
Система точекь 362. 
Скорость 847, 350, 368, 869. 
Слудсьйй 482, 
Смежности (уголъ) 185. 
Сомовъ 482. 
Соприкосновенйх (плоскость) 249. 
Сопротивлеше матер!аловъ 459, 485. 
Сопряженные дгаметры 87, 209206. 
Софусъ-Ли 447. 465, 410, 415. 
Спирали 217—521, 284. 
Спирали 217—521, 284, 
'Отатика 410, 
Сфера 69 
Сферическйя координаты 83, 84. 
— астронома 461, 491. 
Сферическая тригонометря 449. 
Сферическя фи 445, 468. 
Сходимость 148. 

т. 

Тайлоръ 157, 158, 165, 
Таннери 467. 
Теоретическая механика 349. 
Теори вфроятностей 456, 481. 
— конечныхь разностей 449, 464. 
— механизмовъ 459, 487, 489. 
— миимаго поремннаго — Добав. 1. 
— чисель 440, 462. 
р Аполлошя 208, 206, 
ет Сы 438. 
— Браншона 451. 
— © безконечно малыхъ 124. 
— Грина 489. 
— © количеств® движеня 874. 
— Остроградскаго 498. 
Термодинамика 460, 190. 
Тиме 486, 488. 

Тихомандриций 463. 
Томсонъ (Лордъ Кольвинъ) 468; 182, 

483. 
Точка антикластическая 338. 
— возврата 193, 194, 199, 
— кратная 193, 197, 199, 
— остановки 198, 195, 199, 
— отдёльная 198. 198, 199, 
— перегиба 180. 
— пересбчен линёй 6. 
— синкластическая 838. 
отлова 198, 196, 199. 

о В 
Тотгёнтерь 468, 465. 
Трансцендентныя функцёт 126, 
Трохоиды 232. 
Трубки силовыя 494, 497. 
Трубчатыя поверхности 827, 
Тоть 468, 482, 

У. 

Углы наклонов нормали 240. 
— прямой 85. 

—, составляемые плоскостями 89, 
—, — прямыми 23, 86, 99. 
Уголь радфуса вектора съ касатель- 

ною 191. 
— смежности 185, 
Уравненше алгебраическое т-ой сте- 

пени—введене. 
— опредфяяеть лино 6. 
— опредфляеть поверхность 68. 
— о порядка опредфляеть прямую 

— 1-го порядка опредфаяеть плос- мость 88, 
— дифференщальныя 297—814. 
— © заотными проиоводными 311 — 

314. 
Условю интегрируемости 302. 
— несжимаемости 486. 
— параллельности 24, 91. 
— перпендикулярности 55, 86, 90, 
Ускореше 848, 849, 350, 864. 
Установившееся движеше 437. 

Ф. 

Фокальное разстояше 34. 
Фокусы 28, 45, 48. 
Функцён 65, 115, 196. 
Фурье 490. 

Ц. 

ентральное движеше 367—872 
т инерце 388, 889. 
— качаны 406. 
— тяжести 389, 

опда 922—230, 274, 280, 
клоидальный малтникъ 407. 

ндричесв!я поверхности 70, 72 
317, 818. 
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сми _ Чиовль (теоры) 440; 462. 
Ш. 
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